
Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2007. � 1 21ÓÄÊ 517.958:533.7 ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ �ÀÑÕÎÄÀ ÄËß ÒÅ×ÅÍÈß �ÀÇÀÂ ÌÈÊ�ÎÊÀÍÀËÅÒ.�. Åëèçàðîâà�), Ä. �. Åðøîâ(êà�åäðà ìàòåìàòèêè)E-mail: telizar�afrodita.phys.msu.ruÏîñòðîåíû ïðèáëèæåííûå �îðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàñõîäà ãàçà â äëèííûõèçîòåðìè÷åñêèõ ìèêðîêàíàëàõ. Ïîêàçàíî, ÷òî êâàçèãàçîäèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿñ óñëîâèÿìè ñêîëüæåíèÿ Ìàêñâåëëà ïðåäñêàçûâàþò ñóùåñòâîâàíèå ìèíèìóìà ðàñ-õîäà â êàíàëå � òàê íàçûâàåìîãî ìèíèìóìà Êíóäñåíà. Ïðåäëîæåíû ïîïðàâêè,ïîçâîëÿþùèå âûïèñàòü ïðèáëèæåííûå �îðìóëû äëÿ ðàñõîäà, ñïðàâåäëèâûå âî âñåìäèàïàçîíå ÷èñåë Êíóäñåíà.ÂâåäåíèåÝêñïåðèìåíòû Êíóäñåíà, âûïîëíåííûå â íà÷àëå1900-õ ãã., ïîêàçûâàþò íàëè÷èå ìèíèìóìà óäåëüíî-ãî ðàñõîäà ãàçà äëÿ òå÷åíèé â äëèííûõ èçîòåðìè÷å-ñêèõ êàíàëàõ ïðè ÷èñëàõ Êíóäñåíà ïîðÿäêà 0.2 (òàêíàçûâàåìûé ý��åêò, èëè ìèíèìóì, Êíóäñåíà) [1, 2℄.Âîçìîæíîñòü îïèñàíèÿ ýòîãî ý��åêòà ñ ïîìîùüþðàçëè÷íûõ òåîðåòè÷åñêèõ ìîäåëåé èíòåðåñóåò èñ-ñëåäîâàòåëåé è äî ñèõ ïîð. Ïðè èñïîëüçîâàíèè êè-íåòè÷åñêèõ ïîäõîäîâ ý��åêò Êíóäñåíà áûë ïîëó÷åíâ öåëîì ðÿäå ðàáîò. Â ÷àñòíîñòè, â [2�5℄ ýòà çàäà÷àðåøàëàñü ñ ïîìîùüþ âàðèàöèîííûõ ïîäõîäîâ ê ðå-øåíèþ óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà â Á�Ê ïðèáëèæåíèèè óðàâíåíèé Áàðíåòòà.Â ðàáîòå [6℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî êâàçèãèäðî-äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìèñêîëüæåíèÿ Ìàêñâåëëà äëÿ ñêîðîñòè ïîçâîëÿþòîïèñàòü òå÷åíèÿ ãàçà â ìèêðîêàíàëàõ âïëîòü äî÷èñåë Êíóäñåíà ïîðÿäêà åäèíèöû. Â íàñòîÿùåé ðà-áîòå íà îñíîâå óêàçàííîãî ïîäõîäà ïîñòðîåíû ïðè-áëèæåííûå àíàëèòè÷åñêèå �îðìóëû, îïèñûâàþùèåý��åêò Êíóäñåíà. Ïðåäëîæåíû ïîïðàâêè, ïîçâîëÿþ-ùèå âûïèñàòü ïðèáëèæåííûå �îðìóëû äëÿ ðàñõîäàâ ïëîñêèõ è öèëèíäðè÷åñêèõ êàíàëàõ, ñïðàâåäëèâûåâî âñåì äèàïàçîíå ÷èñåë Êíóäñåíà.Óðàâíåíèÿ ãàçîâîé äèíàìèêè è òå÷åíèåÏóàçåéëÿÑèñòåìà óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè ìîæåòáûòü çàïèñàíà â âèäå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ:���t +div jm = 0, (1)�(�u)�t + div(jm 
 u) +rp= div�, (2)��t h��u22 + "�i+ divhjm�u22 + "+ p��i+ div q== div(� � u). (3)

Çäåñü èñïîëüçîâàíû îáû÷íûå îáîçíà÷åíèÿ. Ñèìâîëû
 è � îáîçíà÷àþò ïðÿìîå òåíçîðíîå è ñêàëÿðíîåïðîèçâåäåíèå ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè âû÷èñëåíèè äè-âåðãåíöèè îò äèàäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (jm
u) îïåðà-òîð div ïðèìåíÿåòñÿ ê ïåðâîìó âåêòîðó. Èíäåêñ ()Tîçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå.Ñîãëàñíî [7, 8℄, ðàçëè÷íûé âûáîð âåêòîðà ïëîò-íîñòè ïîòîêà ìàññû jm , òåíçîðà âÿçêèõ íàïðÿæå-íèé � è âåêòîðà òåïëîâîãî ïîòîêà q ïîçâîëÿåòïîñòðîèòü òðè âçàèìîñâÿçàííûå ñèñòåìû óðàâíåíèé.Äëÿ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà [10℄ ýòè âåëè÷èíûâû÷èñëÿþòñÿ êàêjm = �u, qNS =��rT ,�NS = �[(r
 u) + (r
 u)T � (2/3)I div u℄. (4)Äëÿ äâóõ äðóãèõ ñèñòåì óðàâíåíèé � êâàçèãà-çîäèíàìè÷åñêîé è êâàçèãèäðîäèíàìè÷åñêîé (Ê�Ä)[7�9℄ � âåêòîð ïëîòíîñòè ïîòîêà ìàññû îïðåäåëÿ-åòñÿ â âèäå jm = �(u�w).Äëÿ êâàçèãàçîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû çàìûêàþùèåñîîòíîøåíèÿ èìåþò âèäw= ��[div(�u
 u) +rp℄, (5)�=�NS + �u
 h�(u � r)u+rp� �Fi++ �Ih(u � r)p+ 
p div ui, (6)q= qNS � ��uh(u � r)"+ p(u � r)�1��i. (7)Õàðàêòåðíîå âðåìÿ � è êîý��èöèåíòû âÿçêî-ñòè � è òåïëîïðîâîäíîñòè � ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé:� = �S
 p , �= �
pPr , (8)ãäå � = �(T ) = �0�T/T0�! , Pr � ÷èñëî Ïðàíäòëÿ,S
 � ÷èñëî Øìèäòà.�) Èíñòèòóò ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ �ÀÍ.11 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 1



22 Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2007. � 1Äëÿ êâàçèãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíå-íèé �=�NS + �(u
w),q= qNS,w= ��[�(u � r)u+rp℄. (9)Îáå Ê�Ä ñèñòåìû îòëè÷àþòñÿ îò ñèñòåìûÍàâüå�Ñòîêñà äîïîëíèòåëüíûìè ñëàãàåìûìè ñ ìà-ëûì ïàðàìåòðîì ðàçìåðíîñòè âðåìåíè � . Äëÿ ñòà-öèîíàðíûõ òå÷åíèé äîïîëíèòåëüíûå ñëàãàåìûå èìå-þò ïîðÿäîê O(�2).Äîáàâèì ê ïðèâåäåííûì ñèñòåìàì óðàâíåíèéñîîòíîøåíèÿ äëÿ èäåàëüíîãî ïîëèòðîïíîãî ãàçàp= �RT , "= 
vT .Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåííîé �îðìóëû ìàññî-âîãî ðàñõîäà ãàçà â äëèííîì êàíàëå áóäåì ñëå-äîâàòü ìåòîäèêå ðàáîòû [6℄. �àññìîòðèì òå÷åíèåãàçà â ïëîñêîì êàíàëå äëèíû L è øèðèíû H .Ïóñòü íà âõîäå è âûõîäå êàíàëà äàâëåíèå ðàâíîp1 è p2 , ãäå p1 > p2 . Ñëåäóÿ [10℄, ïðåäïîëîæèì,÷òî ãðàäèåíò äàâëåíèÿ âäîëü êàíàëà íåâåëèê è íàìàëîé äëèíå êàíàëà dx ïëîòíîñòü ãàçà � ìîæíîñ÷èòàòü ïîñòîÿííîé. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ñèñòåìûóðàâíåíèé (1)�(3) â âèäåux = u(y), uy = 0, p= p(x), T =T0. (10)Ïðè ýòîì âñå òðè âûïèñàííûå ñèñòåìû óðàâíåíèéñâîäÿòñÿ ê îäíîìó óðàâíåíèþdp(x)dx = �0d2u(y)dy2 . (11)Èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿ ñêîëüæå-íèÿ Ìàêñâåëëà äëÿ ñêîðîñòè [11℄�u� 2� �� �dudy����y=0 = 0, �u+ 2� �� �dudy����y=H = 0,íàéäåì ïðî�èëü ñêîðîñòè, êîòîðûé èìååò âèä ìîäè-�èöèðîâàííîé ïàðàáîëû Ïóàçåéëÿux =� 12�0 dp(x)dx hy(H � y) + 2� �� �Hi.Çäåñü � � êîý��èöèåíò àêêîìîäàöèè äëÿ ñêîðîñòè,� � ñðåäíÿÿ äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ÷àñòèö,êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ êîý��èöèåíòîì âÿçêîñòè:�= A�ppRT , (12)ãäå A = p�/2 (�îðìóëà ×åïìåíà [11℄) èëèA = 2(7 � 2!)(5 � 2!)/�15p2�� (�îðìóëà Áåð-äà [12℄).Âû÷èñëåíèå ìàññîâîãî ðàñõîäàÄëÿ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà ïëîòíîñòü ïîòîêàìàññû jmx = �ux . Ñëåäóÿ ìåòîäèêå ðàáîòû [10℄, îñó-ùåñòâèì çàìåíó � = p/RT0 . Òîãäà ìàññîâûé ðàñõîä

ãàçà, ïðîòåêàþùåãî ÷åðåç íåêîòîðîå ñå÷åíèå êàíàëà,âû÷èñëÿåòñÿ êàêJNS = HZ0 jmx dy = HZ0 �ux dy ==� H38�0RT0 h23pdpdx + 42� �� pdpdx �H i. (13)Äëÿ îáåèõ Ê�Ä ìîäåëåé jmx = �(ux�wx), ïðè÷åìäëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è âåëè÷èíà wx äëÿ îáåèõìîäåëåé îäèíàêîâà è ðàâíàwx =��� dpdx =� �pS
 1� dpdx .Â ðàìêàõ Ê�Ä ïîäõîäà ðàñõîä ãàçà ÷åðåç ñå÷åíèåêàíàëà ðàâåíJ = HZ0 �(ux �wx) dy = HZ0 �ux dy� �S
 HZ0 1p dp(x)dx dy ==� H38�0RT0 h23pdpdx +42��� pdpdx �H + 8A2 S
pdpdx��H�2i.(14)Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â ýòîé �îðìóëå ïîëó÷åíî ñ èñ-ïîëüçîâàíèåì çàìåíû êîý��èöèåíòà âÿçêîñòè íàäëèíó ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ïî �îðìóëå (12).Ïåðâîå ñëàãàåìîå â �îðìóëå (14) ñîîòâåòñòâóåòðàñõîäó, îïðåäåëÿåìîìó ïàðàáîëîé Ïóàçåéëÿ ñ óñëî-âèÿìè ïðèëèïàíèÿ, âòîðîå îïèñûâàåò óâåëè÷åíèåðàñõîäà çà ñ÷åò óñëîâèé ñêîëüæåíèÿ ñêîðîñòè, òðå-òüå óâåëè÷èâàåò ðàñõîä çà ñ÷åò ïðîöåññîâ ñàìî-äè��óçèè. Òðåòüå ñëàãàåìîå èìååò ïîðÿäîê O(�2)èëè O(Kn2), ãäå ÷èñëî Êíóäñåíà Kn = �/H . Äëÿñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé èìåííî òàêîå îòëè÷èå ñóùå-ñòâóåò ìåæäó óðàâíåíèÿìè Íàâüå�Ñòîêñà è Ê�Äìîäåëÿìè.Ñîãëàñíî [1℄, ìàññîâûé ðàñõîä â ïëîñêîì êàíàëåäëÿ ñâîáîäíîìîëåêóëÿðíîãî òå÷åíèÿ ðàâåíJxy0 = 4H2p23p�RT0 dpdx . (15)Âûðàæàÿ êîý��èöèåíò âÿçêîñòè ÷åðåç äëèíóñâîáîäíîãî ïðîáåãà (12), âû÷èñëèì íîðìèðîâàííîåçíà÷åíèå ðàñõîäà (14)Qxy = JJxy0 = 3p�A8p2 hKn�16 + 2� �� + 2A2 S
 Kni. (16)Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà Q èìååò ìèíèìóìïðè ÷èñëå ÊíóäñåíàKnm = A2rS
3 .Ïîëîæåíèå ìèíèìóìà íå çàâèñèò îò êîý��èöèåíòààêêîìîäàöèè � . Ïðè S
 = 1, A=p�/2, Knm = 0.36.Â ðàáîòå [2℄ íà îñíîâå Á�Ê ïðèáëèæåíèÿ äëÿìîëåêóë � òâåðäûõ ñ�åð (!= 0.5) âû÷èñëåí ðàñ-



Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2007. � 1 23õîä â ïëîñêîì êàíàëå. �åçóëüòàòû íå âûðàæàþòñÿàíàëèòè÷åñêè è ïðåäñòàâëåíû â âèäå òàáëèö è ãðà-�èêîâ. Äëÿ ìàëûõ ÷èñåë Kn (Kn! 0) ïðèâåäåíàïðèáëèæåííàÿ �îðìóëà äëÿ ðàñõîäà â âèäåQ
er = Kn�16 + �+ (2�2 � 1)Kn . (17)Ïðè � = 1 âûðàæåíèÿ (16) è (17) îòëè÷àþòñÿ÷èñëåííûì êîý��èöèåíòîì ïîðÿäêà åäèíèöû.Âû÷èñëåíèå ðàñõîäà äëÿ ðàçðåæåííûõòå÷åíèéÏðèñóòñòâóþùèå â Ê�Ä óðàâíåíèÿõ äîáàâêè,ïðîïîðöèîíàëüíûå ìàëîìó ïàðàìåòðó � , ñâÿçàíûñ äîïîëíèòåëüíûì îñðåäíåíèåì, èëè ñãëàæèâàíèåì,ïî âðåìåíè ïðè îïðåäåëåíèè ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïà-ðàìåòðîâ. Âåëè÷èíà � ñ òî÷íîñòüþ äî êîý��èöèåí-òà ïîðÿäêà åäèíèöû ðàâíà ñðåäíåìó âðåìåíè ñâî-áîäíîãî ïðîáåãà ÷àñòèö. Ïðè óâåëè÷åíèè ðàçðåæåí-íîñòè ãàçà âåëè÷èíà � íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò.Äëÿ òå÷åíèé äîñòàòî÷íî ðàçðåæåííûõ ãàçîâ, êîãäà�> H , ò. å. Kn = �/H > 1, åñòåñòâåííî îãðàíè÷èòüâðåìÿ îñðåäíåíèÿ è ñâÿçàòü åãî äîïîëíèòåëüíî ñ õà-ðàêòåðíûì ðàçìåðîì çàäà÷è. Äëÿ ýòîãî â âûðàæåíèåäëÿ � (8) ââåäåì ïîïðàâêó âèäà� = �pS
(1 + Kn). (18)Ïðè Kn ! 0 âûðàæåíèå (18) âûðîæäàåòñÿ â (8).Ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèå äëÿ � âèäà (12), ïîëó÷èì, ÷òîïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ Êíóäñåíà (Kn� 1)� = �pS
(1 +Kn) � �pS
Kn = HS
ApRT . (19)Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðàçðåæåííûõ òå÷åíèé � �� H/pRT èìååò ïîðÿäîê õàðàêòåðíîãî âðåìåíèñâîáîäíîãî ïðîáåãà ìîëåêóë ìåæäó ñòîëêíîâåíèÿìèñ ãðàíèöàìè ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè.Èñïîëüçóåì ìîäè�èöèðîâàííóþ �îðìóëó äëÿ �ïðè âû÷èñëåíèè ðàñõîäà â êàíàëå. Â âûðàæå-íèå (18) ââåäåì êàëèáðîâî÷íûé êîý��èöèåíò �� 1:� = �/(pS
(1+�Kn)). Òîãäà �îðìóëà äëÿ ëîêàëüíî-ãî ðàñõîäà â ñå÷åíèè ïëîñêîãî êàíàëà (14) ïðèìåòâèäJ =� H38�0RT0 h23pdpdx + 42� �� pdpdx �H ++ 8A2 S
pdpdx� �H �2 1(1 +��/H)i, (20)íîðìèðîâàííîå çíà÷åíèå ðàñõîäà (àíàëîã �îðìó-ëû (16))Qxy = JJxy0 == 3p�8 Ap2hKn�16 + 2� �� + 2A2 S
 Kn(1 +�Kn)i. (21)

Íîðìèðîâàííûé ðàñõîä èìååò ìèíèìóì ïðè ÷èñëåÊíóäñåíàKnm = A2rS
3  1��A2rS
3 !�1 ,ãäå Knm îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîëîæèòåëüíûé êîðåíüñîîòâåòñòâóþùåãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ. ÏðèS
 = 1, A = p�/2, �= 1, âåëè÷èíà Knm = 0.56.Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ìèíèìóìà ÊíóäñåíàKnm > 0 íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèå íà âåëè÷èíó � :� < ApS
2p3 � 3.Ïðè Kn� 1 ðàñõîä â êàíàëå áóäåò ðàâåí ðàñõîäóïðè ñâîáîäíîìîëåêóëÿðíîì òå÷åíèè è âûðàæåíèå(21) ïðèìåò âèäQxy = JJxy0 = 3p�8 Ap2h2� �� + 2�A2 S
i= 1. (22)Îòñþäà ìîæíî îïðåäåëèòü âåëè÷èíó êîý��èöèåí-òà � . Ïðè �= 1�= 6p�AS
�8p2� 3Ap�� .Åñëè A=p�/2, S
 = 1, òî �= 1.82.Àíàëîãè÷íî óäàåòñÿ ïîëó÷èòü íîðìèðîâàííîåçíà÷åíèå ðàñõîäà äëÿ öèëèíäðè÷åñêîãî êàíàëà ðà-äèóñà H :Qrz = JJ rz0 == 3p�8 Ap2hKn�14 + 2� �� + 2A2 S
 Kn(1 +�Kn)i, (23)ãäå ìàññîâûé ðàñõîä äëÿ ñâîáîäíîìîëåêóëÿðíîãîòå÷åíèÿ [1℄ J rz0 = 4H33 s 2�RT0 dpdz .Íîðìèðîâàííûé ðàñõîä èìååò ìèíèìóì ïðè ÷èñ-ëå ÊíóäñåíàKnm = A2rS
2  1��A2rS
2 !�1 .Ñîïîñòàâëåíèå âûðàæåíèé (21) è (23) ñ ðåçóëü-òàòàìè [2℄ ïðèâåäåíî íà ðèñ. 1 è 2 äëÿ �= 1,A = p�/2, S
 = 1. Íèæíÿÿ êðèâàÿ ñîîòâåòñòâóåòóðàâíåíèÿì Íàâüå�Ñòîêñà ñ óñëîâèåì ïðèëèïàíèÿäëÿ ñêîðîñòè, êðèâàÿ 1 � óðàâíåíèÿì Íàâüå�Ñòîêñàñ óñëîâèÿìè ñêîëüæåíèÿ äëÿ ñêîðîñòè, 2 � Ê�Äìîäåëè äëÿ �= 0, 3 � �= 1, ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ(Cer) � äàííûå [2℄. Íà ðèñ. 2 êðèâàÿ 4 ñîîòâåò-ñòâóåò �= 2.12 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 1
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