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Фиг. 9. Взаимодействие ударной волны с облаком. Показан логарифм плотности в виде трехмерного распреде�
ления и двухмерного разреза вдоль плоскости y = 0 с линиями уровней на момент t = 6.09 × 10–2. Дополнитель�
но указаны значения в характерных областях.

разрыва между двумя состояниями , разделенными плоскостью
: 

Облако с плотностью , находящееся в гидростатическом равновесии со средой, задава�
лось в виде шара радиуса  с центром в точке  (см. фиг. 8). Расчет про�
водился с параметром  и числом Куранта . Показатель адиабаты . 

Результат расчета на момент  представлен на фиг. 9. Показан логарифм плотно�
сти в виде трехмерного распределения и двухмерного разреза вдоль плоскости  c линиями
уровней. Полученная конфигурация отражает гидродинамическое обтекание препятствия. Из�
за сопротивления облака потоку, перед облаком возникает контактный разрыв в форме полусфе�
ры. Позади наблюдается анизотропное течение, структура которого связана с направлением маг�
нитного поля. 

5.3. Трехмерный вихрь Орсзага–Танга

Данная задача была впервые предложена в работе [14] в двухмерной постановке для исследо�
вания процесса развития сверхзвуковой турбулентности и получила в дальнейшем название вих�
ря Орсзага–Танга (Orszag–Tang vortex). В начальный момент времени задаются гладкие началь�
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ные условия, которые дают быстрый переход к сложному течению с формированием и взаимо�
действием ударных волн. Задача является тяжелой для многих численных схем, так как
возникающие градиенты величин, особенно сильные в центральной части расчетной области,
могут привести к осцилляциям и отрицательным значениям плотности. 

В данной работе мы впервые рассматриваем трехмерную постановку задачи. Расчетная об�
ласть представляет собой куб с ребром , на котором задается равномерная сетка, состоящая
из  ячеек. Граничные условия задаются периодическими. Мы предлагаем следую�
щие начальные условия для 3D�случая: 

где . Расчет проводился с параметром α = 0.5 и числом Куранта σ = 0.1. Показатель
адиабаты . 

Результат расчета на момент t = 0.5 представлен на фиг. 10. Показана энергия магнитного поля
с помощью уровней в диапазоне от  до . Метод позволяет получать правильную структу�
ру течения со всеми разрывами и выполнять расчет неограниченно долго. При продолжении сче�
та течение постепенно распадается на мелкие структуры, кинетическая энергия диссипирует
из�за вязкости. 

5.4. Удержание плазменного пинча в магнитной ловушке

Было проведено моделирование процесса удержания горячего плазменного пинча в ловушке
с помощью продольного магнитного поля. Такой пинч принято называть �пинчем. Эта задача
представляет большой интерес для технологической проблемы создания установок термоядер�
ного синтеза типа ТОКАМАК и является предметом исследований несколько десятилетий
(см., например, [15], [16]). Время удержания пинча в стабильном состоянии, полученное в экс�
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Фиг. 10. Трехмерный вихрь Орсзага–Танга. Показана энергия магнитного поля на момент t = 0.5.
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Фиг. 11. Начальная конфигурация плазменного пинча в магнитной ловушке.
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Фиг. 12. Плазменный пинч в магнитной ловушке. Показано распределение плотности с тремя характерными
уровнями 7.3 × 10–5, 1.5 × 10–4 и 1.61 × 10–4 в некоторый момент времени.
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Фиг. 13. Развитие гидродинамической неустойчивости пинча, рассчитанное в 2D�постановке в плоскости xy на
сетке 400 × 400. Показано распределение плотности в логарифмическом масштабе в некоторый момент времени.

периментах, составляет порядка нескольких миллисекунд из�за развития гидродинамической
неустойчивости. Мы рассматриваем данный процесс в безразмерной постановке.

Расчетная область представляет собой куб с ребром , заполненный идеальным газом с

 (что соответствует водороду), плотностью  и давлением . Пинч зада�

вался в центре расчетной области в виде цилиндра радиусом , внутри которого ,

. В начальный момент времени задавалось продольное магнитное поле , где
плазменное . Начальная конфигурация пинча показана на фиг. 11. Использовалась равно�
мерная сетка, состоящая из  ячеек. Расчет проводился с параметром  и чис�
лом Куранта .

При моделировании был получен циклический процесс расширения и сжатия плазмы под
действием магнитного давления. При этом магнитное поле, равномерно распределенное в на�
чальный момент времени, выдавливалось из области пинча. Наблюдалось несколько циклов
прямого и обратного перетока энергии между энергией магнитного поля и кинетической энер�
гией вещества пинча. Увеличение энергии поля приводило к подавлению расширения плазмы. 

Для проверки устойчивости работы кода был проведен расчет пинча, наклоненного к оси  в
начальный момент времени на угол . В результате происходило выравнивание пинча вдоль
магнитного поля через циклические колебания. Этот процесс демонстрируется на фиг. 12, где

представлено распределение плотности с тремя характерными уровнями ,  и

 на некоторый момент времени. Видна деформация формы пинча при колебаниях. 
Используемая довольно грубая трехмерная вычислительная сетка не позволила разрешить

мелкомасштабные структуры и смоделировать развитие неустойчивости. В двухмерной поста�
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новке на сетке  при моделировании среза пинча в плоскости xy такая неустойчивость
была получена. Она развивалась в поперечных к полю направлениях и напоминала неустойчи�
вость Рэлея–Тейлора. На фиг. 13 представлено распределение плотности в логарифмическом
масштабе в некоторый момент времени, демонстрирующее образующиеся в результате этого
процесса структуры. 

При моделировании со слабым магнитным полем циклического процесса и развития не�
устойчивости не наблюдалось. Пинч в этом случае распадается за счет диффузии. 

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе представлен алгоритм решения квазигазодинамических КМГД�уравнений, описы�
вающих нестационарные сжимаемые магнитогидродинамические течения для случая идеально�
го уравнения состояния. В отличие от более ранних работ, КМГД�уравнения были записаны са�
мосогласованно в рамках единого подхода как к уравнениям, описывающим законы сохранения
в гидродинамике, так и к уравнениям Фарадея для магнитных полей. 

Представленная схема является полностью трехмерной, где все физические величины рас�
считываются без расщепления по пространству. Тестирование численного алгоритма на не�
скольких “тяжелых” трехмерных задачах магнитной гидродинамики показало исключительную
стабильность работы кода. Выбранный параметр расчета α = 0.5 и число Куранта σ = 0.1 являют�
ся универсальными для любых задач. 

Алгоритм является громоздким из�за наличия дополнительных монотонизирующих попра�
вок, пропорциональных , но простым в реализации. Использованная явная схема с централь�
ными разностями позволяет распараллелить код естественным образом с помощью декомпози�
ции области по процессорам. 

Достоинством подхода является отсутствие необходимости в традиционных монотонизирую�
щих процедурах, таких как лимитеры, которые необходимо применять при использовании стан�
дартных МГД�уравнений. Такие монотонизирующие процедуры не являются универсальными,
что приводит к необходимости тонкой настройки кода для каждого конкретного случая. 

Недостатком метода является его первый порядок точности, что требует использования более
подробных сеток для получения решения, сравнимого по качеству с получаемым по схемам вы�
сокого порядка. Заметим, что порядок аппроксимации определяется по поведению на гладких
областях, в то время как наиболее интересными являются разрывные решения. 
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