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На основе численного интегрирования системы квазигидродинамических уравне
ний демонстрируется возможность моделирования течений вязкой несжимаемой 
жидкости. Решается задача о течении Жидкости в прямоугольной каверне с по
движной крышкой при умеренных числах Рейнольдса. 

NUMERICAL SIMULATION 
OF INCOMPRESSIBLE VISCOUS FLOWS IN CAVITY 
USING QUASI- HYDRODYNAMIC EQUATIONS 

D.B.Gurov, T.G.EUzarova, Yu.V. Sheretov 

Institute for Mathematical Modeling RAS, Moscow, 125047, 
State University of Tver, Tver, 170002 

Basing on numerical solution of quasi - hydrodynamic equations the possibility of 
incompressible viscous flow simulation is demonstrated. Numerical simulation of the 
flows for moderate Reynolds numbers in a plane rectangular cavity with moving wall is 
shown as an example. 

1. В в е д е н и е 

В подавляющем большинстве работ в качестве основной математической мо
дели для описания течений вязкой несжимаемой жидкости использовалась класси
ческая система уравнений Навье-Стокса [1]. Эта система является диссипативной, 
обладает серией точных физически-адекватных решений, хорошо описывает ре
альные ламинарные течения. В настоящее время разработано достаточно большое 
количество численных методов решения уравнений Навье-Стокса, записанных как 
в естественных переменных "скорость - давление", так и в переменных "функ
ция тока - вихрь" [1] - [7]. Однако при построении дискретных моделей в этом 
случае могут возникнуть проблемы, связанные с постановкой граничных условий 
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как на свободных границах, так и на твердых поверхностях. В последнем слу
чае появляется необходимость построения дополнительного условия для давления 
в естественных переменных и условий для вихря .в переменных "функция тока -
вихрь" [2], [5]. Вопрос о постановке дополнительных граничных условий в каждой 
конкретной задаче является предметом дискуссий. 

Основные трудности при численном моделировании течений возникают в 
случае, когда числа Рейнольдса велики. С одной стороны, это чисто вычисли
тельные трудности, связанные с необходимостью использования подробных сеток 
для разрешения пограничных слоев, введением дополнительных сеточных регуля-
ризаторов для обеспечения устойчивости счета и т.д. С другой стороны - трудно
сти, связанные с адекватным описанием самой математической моделью течений 
жидкости, которые в этом случае носят турбулентный характер. 

В настоящей работе течения вязкой несжимаемой жидкости моделируются 
на основе системы квазигидродинамйческих (КГД) уравнений [8]. Система КГД 
уравнений, как и система Навье-Стокса, является диссипативной и обладает сери
ей точных физически адекватных решений. Демонстрируется возможность исполь
зования этой системы для моделирования ламинарных течений вязкой жидкости в 
прямоугольной каверне с подвижной верхней стенкой. При переходе от дифферен
циальной задачи к задаче дискретной необходимости в постановке дополнительных 
граничных условий не возникает. 

2. Квазигидродинамическая система уравнений 

В качестве основной математической модели будем рассматривать КГД си
стему, предложенную в [8]: 

divu = divr((# • V)u + Vp), (2.1) 

щ + div(u (g) и) + Vp = diva + 

+divr[((U• V)tf + Vp) ® ff + 3 ® ((Й • V)u + Vp)]. (2.2) 

Система (2.1) - (2.2) замкнута относительно неизвестных функций: скорости 
и = u(x,t) и давления, деленного на плотность р = p(x,t). Плотность жидкости р 
считается постоянной. Здесь а — и[(V ® и) + (V ® и)т] - тензор вязких напряжений 
для случая несжимаемой жидкости [1], и ® и - диадное произведение векторов и и 
и, v — ц/р — const > 0 - коэффициент кинематической вязкости. При вычислении 
дивергенции от диады оператор div действует на первый из выписанных векторов. 
Параметр г = const > 0 интерпретируется как некоторое характерное время. 

Система КГД уравнений [8] является формальным обобщением на случай 
вязкой несжимаемой жидкости системы квазигазодинамических уравнений, успеш
но применявшейся при численном моделировании течений разреженного газа [9] -
[И]. В пределе при г -» 0 она переходит в классическую систему уравнений Навье-
Стокса для вязкой несжимаемой жидкости [1] 

divU = 0, (2.3) 

Щ + (и • V)tt + Vp = vAu. (2.4) 
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Целесообразно выбирать т в виде г = v/U0
2, где U0 - характерная скорость 

течения жидкости, присутствующая в формуле для вычисления числа Рейнольд-
са Re. В стационарном случае при указанном выборе параметра г система (2.1) -
(2.2) отличается от системы (2.3) - (2.4) членами, имеющими формально более вы
сокие порядки малости по величине 1/Re, а именно, имеющими порядки 0(1/Re ). 
Аналогичное свойство справедливо и для квазигазодинамических уравнений по 
отношению к системе уравнений Навье-Стокса для газа, где в качестве малого 
параметра использовалась величина числа Кнудсена [9]. 

Заметим, что используемый в данной работе способ формального обобще
ния квазигазодинамических уравнений на случай вязкой несжимаемой жидкости не 
является единственно возможным. Другой вариант предложен в работе [12]. Сеточ
ные регуляризаторы квазигидродинамического типа для расчета течений вязкой 
жидкости использовались также ранее в [13], [14]. 

3. Граничные условия 
Система (2.1) - (2.2) имеет более высокий порядок по сравнению с системой 

уравнений Навье-Стокса (2.3) - (2.4) из-за присутствия в ней членов, содержащих 
вторые производные по пространственным переменным от давления. Это влечет 
необходимость постановки дополнительных граничных условий для давления. 

На неподвижной гладкой твердой поверхности S для скорости и естественно 
использовать условие прилипания 

t?|s = 0. (3.5) 

Граничное условие для давления на такой поверхности предлагается использовать 
в виде 

| и = о , (з.б) 

где п - вектор единичной внешней нормали к поверхности S. 
Если для системы Навье-Стокса на твердой поверхности условие (3.6) в об

щем случае не выполняется, то для системы (2.1) - (2.2) оно ничему не противоре
чит. Рассмотрим в качестве примера гладкое решение (й^р) системы (2.1) - (2.2), 
описывающее течение жидкости в объеме V, ограниченном неподвижной гладкой 
твердой стенкой S. Подставим функции и и р в (2.1) и проинтегрируем полученное 
тождество по указанному объему. Принимая во внимание граничное условие (3.5) 
и считая пространственные производные от скорости ограниченными, получим 

| « = 0 . (3.7) 
/ / . 

Таким образом, граничное условие для давления необходимо должно удовлетво
рять тождеству (3.7). Очевидно, условие (3.6) удовлетворяет (3.7). Заметим, что 
выполнение тождества (3.7) обеспечивает для уравнения (2.1) условие сохранения 
массы жидкости в замкнутом объеме V. 

Аналогично, подставим функции и л рв (2.2) и с учетом граничных условий 
(3.5) - (3.6) проинтегрируем полученное тождество по объему V : 

— / udx = - J I prtdS + I I (an)dS. (3.8) 

2* 
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Из (3.8) следует, что скорость изменения полного импульса жидкости в объ
еме V равна суммарной действующей поверхностной силе. Аналогичное интеграль
ное тождество справедливо и для системы уравнений Навье-Стокса. 

В заключение заметим, что для получения из системы (2.1) - (2.2) тождеств 
(3.7) и (3.8) в качестве граничного условия для скорости кроме условия прилипания 
(3.5) в случае плоских границ можно использовать и другие условия для скорости, 
в частности, условие непротекания ип = 0 ( ип - нормальная к границе соста
вляющая скорости) совместно с каким-либо условием для касательной к границе 
компоненты скорости щ - например, условием скольжения в виде дщ/дп — О или 
щ — const. Это, в частности, позволяет рассматривать для КГД системы задачу 
о течении в каверне с подвижной верхней крышкой. 

При указанной постановке граничных условий для КГД системы трение Cf 
на плоской границе, вычисленное с учетом пропорциональной т добавки к тензо
ру вязких напряжений, формально оказывается независящим от г и совпадает с 
Cf для системы уравнений Навье-Стокса С; = vdut/dn, где щ - тангенциальная 
составляющая скорости вблизи границы. 

4. Система уравнений в двумерном случае и постановка задачи 

Выпишем систему (2.1) - (2.2) для случая плоского нестационарного течения: 

ди dv д . , ди ди др^ д . . dv dv dp^. 
Э-Х

 + ду = д-Х
[т{ид~Х

 + VTy + di)] + 0-y[T(ud-X
 + VYy + dy)l ( 4 - 9 ) 

ди д , 2ч д , . др л д , du. д , ди. д , dv. 

m + Тх^ + ejim) + Т* = "d-^vJ + %(V + д - у ^ + 

д г ( ди ди др д ди ди др 
дх дх ду дх ду дх ду дх 

д г , dv dv др.. /л .лЧ 

dv д , 9ч д , ч др л д , dv^ д , dv. d , du. 

m + d~y{v) + Tx
{uv) + i = W + T^TJ + ^ ( V + 

л d , , dv dv dp.. d , , dv dv dp.. 
+2 — [rv(u— + v— + / ) + ^-[ru(u— + v— + -f)] + 

ду дх ду ду дх дх ду ду 

d г , du du dp.. /А ^ ч 
+d-JT<uvx

 + vd-y
 + /J- (4Л1) 

Здесь и — u(x,y,t), v = v(x,y,t) - неизвестные горизонтальная и вертикаль
ная компоненты поля скорости соответственно; р — p(x,y,t) - неизвестное поле 
давления, деленного на плотность. 

Рассматривается задача о течении изотермической вязкой несжимаемой жид
кости в квадратной каверне размером L с подвижной верхней крышкой. Течение 
описывается системой уравнений (3.5) - (3.7), к которой добавим следующие гра
ничные условия на регулярной части границы: 
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• нижняя стенка - у = 0,0 < х < L : и- 0,^ = 0, др/ду = 0, 

• верхняя движущаяся стенка - у = L, 0 < х < L : ^ = 170, г> = 0, др/ду — 0, 

• левая боковая стенка -ж = 0 , 0 < 2 / < Ь : ^ = 0,v = 0,др/дх = 0, 

• правая боковая стенка - х — L,0 < у < L : и — 0,v = 0,др/дх = 0. 

В угловых точках (на нерегулярной части границы) - (0,0), (L, 0), (£, X), (0, L) гра
ничные условия не задаются. В качестве начального условия используется невоз
мущенное поле скорости. 

Параметр г вычисляется следующим образом: 

v 

где Uо - скорость движения верхней крышки каверны. 
Система уравнений (4.9) - (4.11) приводится к безразмерному виду 

х = xL, у = yL, и = uU0, 

~L 2 
v = vU0, t = t-—, p = pU0 . 

После обезразмеривания система уравнений (3.5) - (3.7) сохраняет свой вид, причем 
для безразмерных v ж f получаем: 

где число Рейнольдса Re = U0L/u. 
Отметим, что при такой постановке задачи мы не используем никаких допол

нительных свободных параметров по сравнению с системой Навье-Стокса. Так как 
безразмерная величина т определяется только числом Рейнольдса, закон подобия 
Рейнольдса также автоматически выполняется. 

5. Вычислительный алгоритм 
Расчетная область покрывается равномерной по обоим направлениям сеткой 

u:h с шагом h. Пространственные производные в системе уравнений (4.9) - (4.11) 
аппроксимируются с порядком 0(h2) при h —» 0. При этом все величины вычисля
ются в узлах разностной сетки. Значения величин в полуцелых узлах определяются 
как полусуммы значений этих величин в ближайших узлах с целыми индексами. 
Смешанные производные аппроксимируются с использованием значений величин в 
центрах ячеек, которые вычисляются как 1/4 часть суммы значений этих величин 
в прилегающих узлах. Производные по времени аппроксимируются разностями 
вперед с первым порядком. 

В приграничных узлах сетки разностные уравнения видоизменяются с уче
том граничных условий. Аппроксимация граничных условий осуществляется пу
тем вычисления соответствующих производных от скоростей на границах области 
со вторым порядком точности. Она может быть эффективно обеспечена введением 
дополнительных слоев фиктивных узлов по внешним границам расчетной области 
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или путем вычисления соответствующих производных от скоростей на границе с 
использованием разложения по Тейлору. 

На каждом временном шаге поле давления находится по известному полю 
скорости путем решения уравнения Пуассона 

д2р t д2р \,ди dv^ д т, ди ди^ ди dv dv„ / r . 

w + w = ~f {Тх + %}" Тх[{иТх + voj)]" ~ду[{иТх + * а ^ ' (5Л2) 

которое следует из (4.9) и аппроксимируется так же, как и уравнения движения. 
Для решения (5.12) применяются два метода: метод простой итерации и предобу-
словленный метод сопряженных градиентов [15]. Предобуславливатель строится 
на основе блочной модифицированной схемы неполного LU разложения матрицы 
для системы линейных уравнений Ах = В. Итерации прекращаются при выполне
нии условия е2 < <5, где е = В — Ах, S = 10~8. В правой нижней расчетной точке во 
все моменты времени давление поддерживается постоянным и равным нулю. Ско
рость сходимости итераций при решении уравнения Пуассона (5.12) определяет 
эффективность всего алгоритма в целом. 

Поде скорости на следующем временном шаге определяется по явной по вре
мени разностной схеме из разностных аналогов уравнений (4.10) - (4.11). Шаг по 
времени определяется условием At — ah2, где а ~ 0.1 — 0.4. Течение считается 
установившимся при выполнении условия 

1 */? + ! _ уП 

где п - номер шага по времени, N - число расчетных точек. 

6. Результаты численного счета и выводы 
Задача решается для умеренных чисел Рейнольдса Re = 50,100,400 и 1000 

на равномерных пространственных сетках 21 X 21,31 X 31 и 41 X 41. Результаты 
расчетов сопоставляются с данными работы [16], где течение в каверне рассчитано 
на основе системы уравнений Навье-Стокса в переменных "функция тока - вихрь" 
на весьма подробных сетках (129 X 129 и 257 X 257). Результаты работы [16] для 
умеренных чисел Re можно считать эталонными. 

На рис. 1 - 4 представлены распределения вертикальной и горизонтальной 
составляющих поля скоростей в центральных сечениях каверны. Значком X обо
значены данные из [16]. 

Для Re = 100 даже на сетке 21 X 21 решение хорошо совпадает с эталонным. 
Для Re = 400 и 1000 совпадение с точным решением происходит при измельче
нии шага пространственной сетки, что определяется возможностью разрешения 
пограничных слоев (рис. 3 - 4). 

На рис. 5 - 6 представлены распределения давления и поля скорости для 
Re =100 (сетка 21 X 21) и 1000 (сетка 41 х 41). Для Re = 100 видно зарождение 
вторичных вихрей в нижних углах каверны, для Re = 1000 наблюдаются вторич
ные вихри в нижних углах полости и зарождение вихря в левом верхнем углу. 
Распределение поля давления в целом соответствует данным, полученным при 
численном моделировании рассматриваемых течений на основе системы Навье-
Стокса. Дополнительное граничное условие для давления оказывает влияние на 
решение лишь в ближайших к границе области расчетных точках. 
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Рис. 1. Распределение составляющих поля скорости «(0.5, у) (а) и v(x,0.5) (b) для Re = 100, сетка 
21 х 21. X - решение из [16]. 

Рис. 2. Распределение составляющих поля скорости w(0.5, у) (а) и v(x, 0.5) (b) для Re = 400, сетка 
21 х 21. X - решение из [16]. 

На рис. 7 (а,Ь,с) представлены траектории движения жидких частиц (линии 
тока) для трех рассмотренных вариантов. Траектории частиц построены как ка
сательные к векторам скорости с помошью графического комплекса Tecplot [17], 
предназначенного для визуализации результатов решения гидро- и газодинами
ческих задач. Для сравнения на рис. 7 (А, В, С) представлены линии уровня, 
соответствующие функции тока из работы [16]. Для системы уравнений (4.9) -
(4.11) нельзя ввести функцию тока (не выполнено условие divu = 0), и траекто
рии движения жидких частиц для этой системы могут быть более сложными, чем 
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-0.54-

Рис. 3. Распределение составляющих поля скорости и(0.5, у) (а) и г>(х,0.5) (Ь) для Re = 1000, 
сетка 21 х 21. X - решение из [16]. 

Рис. 4. Распределение составляющих поля скорости tt(0.5, у) (а) и v(x,0.5) (b) для Re = 1000, 
сетка 41 х 41. X - решение из [16]. 

для системы уравнений Навье-Стокса (например, могут иметь аттракторы в виде 
предельных циклов). 

Из представленных рисунков наглядно видно очень хорошее соответствие ли
ний тока для всех рассмотренных чисел Рейнольдса, включая форму линий тока 
в угловых зонах и вид вторичных вихревых структур при Re = 1000. Полученные 
траектории движения частиц не замкнуты и напоминают спирали, накручивающи
еся на предельную замкнутую кривую. По мнению авторов, такое поведение прежде 
всего связано со спецификой рассматриваемой системы уравнений. В то же вре
мя здесь может сказываться как недостаток точности использованного численного 
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Re » 100, pressure contoures, 21 х21 

Level 
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Рис. 5. ИЗОЛИНИИ давления (а) и поле скорости (b) при Re = 100. 

алгоритма, так и особенности работы программы Tecplot. В целом, наблюдается 
хорошее совпадение линий тока для всех рассмотренных вариантов. 

Из представленных результатов следует, что численные решения системы 
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Re=1000, pressure countures, uniform grid 41 x41 

a) 
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Рис. 6. Изолинии давления (а) и поле скорости (b) при Re = 1000. 

КГД уравнений достаточно хорошо совпадают с эталонными решениями систе
мы Навье-Стокса для умеренных чисел Re. Совпадение улучшается при сгущении 
пространственной сетки. Таким образом, предложенная квазигидродинамическая 
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а) 6) 
Re • 100, streamlines, uniform grid 21 x21 
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Рис. 7. Траектории движения жидких частиц для вариантов Re = 100,400 и 1000 (а),(Ь) и (с) 
соответственно, и линии уровня функции тока для тех же чисел Re из [16] - (А),(В) и (С). 

система уравнений может использоваться для численного моделирования течении 
вязкой несжимаемой жидкости при умеренных числах Рейнольдса и является пер
спективной для дальнейшего исследования. 
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