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Introduction
Le contrôle de position et d'orientation des satellites et autres véhicules spatiaux est assuré par l'éjection
de gaz sous forme de jets [1]' En effet, aux altitudes considérées, la pression ambiante est nulle ou très
faible et les forces aérodynamiques externes sont insuffisantes pour être exploitées. Les jets se détendent
donc pratiquement dans le vide. Le développement de ces systèmes de contrôle exige des moyens de
prédiction pour le comportement des jets et de leur éventuel impact sur des obstacles (Lffets dynamiques
et thermiques, contamination). Ces moyensde prédiction combinent résultats expérimentaux (obtenus à
la fois en laboratoire ou au cours de vols réels) et codes de calcul. Ces derniers ,on1 indirp"nsables dans la
mesure où tous les paramètres utiles ne peuvent pas être mesurés expérimentalement. En outre, dans les
essais en laboratoire, il n'est généralement pas possible d'obtenir un degré de raréfaction du gaz ambiant
suffisant pour simuler le vide spatial, ce qui complique la transposition des résultats aux conditions du
vol réel.

Une caractéristique essentielle des écoulements de jets est le changement considérable du degré de raré-
faction du gaz le long du jet. Dans la région de la tuyère (source du jet), le nombre de Knudsen s'établit
à Iin - 10-3 - 10-4, ce qui correspond au régim. d'., -ili"ux continus. Dans la zone intéressante pour
des applications pratiques (région d'interaction des jets avec des obstacles ou entre eux) , les nornbr.,
de Knudsen peuvent atteindre I'unité ou plus, ce qui correspond au régime d'écoulement raréfié, voire
moléculaire libre. Un tel changement de la raréfaction complique Ia simulation numérique du problème,
dans la mesure où il impose d'utiliser et de raccorder entre elles diflérentes approches numériques du
problème': les équations continues (équations des moments) au voisinage de Ëtuyare et des modèles
cinétiques (par exemple la Simulation Numérique Directe par méthode de Monte Curlo, DSMC) dans les
domaines de basse densité, p.ex.[2].

Dans ce travail, la modélisation du jet qui se détend dans le vide ou dans une atmosphère à basse pression
repose sur les équations quasi gazodynamiques (QGD) (p.ex. [3], [4], [5]) et leurs généralisations. pour
des écoulements stationnaires, les équations QGD diffèrent des Cquàlionr'd" Nu'i".]stokes (NS) par des
termes dissipatifs supplémentaires d'ordre - O(I{n2). C'est pourquoi, comme le montrent les estimations
théoriques et les calculs pratiques, les systèmes QGD et NS donnent pratiquement les mêmes résultats
pour la simulation d'écoulements de gaz denses, correspondant à des petits nombres de Knudsen. Cepen-
dant, pour des nombres de Knudsen modérés, les résultats de ces deux approches commencent à différer.
Certains avantages des équations QGD par rapport aux équations NS pour des calculs d'écoulements
modérément raréfiés ont été mis en évidence sur des problèmes-types : onde de choc ([6], [7]), écoulement
le long d'une plaque plane ([5],[8]) et autour d'un disque ([g], [10]).

Il est connu que l'une des manifestations de la raréfaction d'un gaz est la violation de l'équilibre ther-
modynamiqueentre les différents degrés de liberté des molécules [11]. Cet effet s'accroît avec le nombre
de Knudsen. Bien que les méthodes de simulation directe (DSMC) prennent en compte ce déséquilibre,
il est intéressant de considérer également ce problème au niveau macroscopique.

Les équations QGD peuvent être généralisées pour prendre en compte le déséquilibre des degrés de
liberté translationnels du gaz. Il faut remarquer que chaque généralisation de ce type des équations eGD
(équations QGDT) est liée au système de coordonnées particulier qui détermine-les degrés de liberté et
que de ce point de vue, elle n'est pas invariante. Les équations QGDT, prenant 

"n 
.o.np-t" le déséquilibre

translationnel lié à un système cartésien de coordonnées, ont été décrites dans les travaux [6], [ij, [12j.On a montré que la prise en compte de ce déséquilibre améliore sensiblement les profils de densité et de
vitesse dans le problème classique de la structure d'une onde de choc, en rapprochant ces profils de ceux
obtenus par un calcul DSMC de référence.

La généralisation des équations QGD pour prendre en compte le déséquilibre entre les différents degrés
de liberté translationnels des molécules a été réalisée (équations QGDT) . De même, leur généraliruiion
pour prendre en compte Ie déséquilibre entre d'une part énergie translationnelle et d'autre part énergie
rotationnelle (QGDR) a été réalisée. Ces travaux sont exposés dans les Refs.[13] et [la].
Dans ce travail, on décrit la construction d'un système QGDT à deux températures, en utilisant le dés-
équilibre suivant les degrés de liberté associés à des coordonnées cylindriques rz. pour cela, on suppose que
toutes les fonctions macroscopiques sont indépendantes de I'angle azimutal /. En outre, on suppose que
la composante angulaire de la vitesse macroscopique est nulle. La difÊculté vient de ce que la comporante
angulaire de la vitesse thermique des molécules n'est pas supposée nulle.
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A B-3D B-2D C D

Configuration 3D 3D 2D 2D 2D

Equations QGD QGD, NS QGD QGDR +
viscosité

artificielle

QGDT

Maillage 20x20x20 l6xl2xl2 80x60 120x30 9lx4l
Gaz P12/3

f:5/3
ol=l

P=213
y:513
r.o=0.5

Pr:2/3
y:513
ro=0.5

P=14/19:0.74
y:715

ol=0.75

Pr:213
y:5/3
o=0.5

Ma 2 2 2 4.22 2

Kn 0.02 0.0333 0.0s 0.0333 0.1

PJP" 0.5 0.5 0.5 0 (vide) 0 (vide)

Tng. 1: Paramètres des cas traités

Plus loin dans ce travail, on démontre la possibilitê d'une simulation numérique de la détente d'un jet
dans le vide, en utilisant les équations QGD, QGDT et QGDR. Les résultats de calcul sont confrontés à
des résultats obtenus par les méthodes cinétiques, les équations NS et à des résultats expérimentaux. On
expose des exemples de calculs de jets, en configurations 2D et 3D. Les configurations géométriques sont
données sur Ia figure 1 et les paramètres de l'écoulement et du calcul dans Ia table 1 :

- (A) écoulement de jet à partir d'une section rectangulaire (cas 3D),

- (B) .interaction d'un jet avec une paroi plane parallèle à son axe (cas 2D et 3D),

- (C) interaction entre eux de deux jets parallèles avec prise en compte du déséquilibre translation-
rotation (cas 2D),

- (D) écoulement d'un jet plan, avec possibilité de déséquilbre entre trois degrés de liberté transla-
tionnels (cas 2D).

Dans tous ces cas, on suppose que Ie gaz se détend dans le vide ou dans une atmosphère dont la pression
est inférieure à la pression de sortie de Ia tuyère.
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2 Equations QGDT pour un déséquilibre entre degrés de liberté
translationnels liés aux coordonnées cylindriques

2.L Fonctions de distribution et équations d'état
Un gaz de molécules monoatomiqu'es, considérées comme des points matériels peut être décrit par la
fonction de distribution mono-particule f (t,r',€), fonction du temps 1, des coordonnées r-et de la vitesse

des molécul". i. Lu vitesse des molécules s'écrit i = d+ 17, où c-est la vitesse thermique et 17 la vitesse
macroscopique. On norme la fonction de distribution par la relation

dp = fd(,

où p est la masse volumique du gaz. On considère une fonction de distribution de type Maxwell-Boltzmann,
caractérisée localement par deux températures.

fr, - ^tq-R',-3/21'7'2'7 '2 cl
. = p(2r r)-"t'(TiTz)-tl'"*p(- ffi- ffi1.

Ici ? est la constante universelle des gaz parfaits, "M la masse molaire du gaz considéré, Na le nombre
d'Avogadro, k =RlNa Iaconstante de Boltzmann, cs la projection de la vitesse c-sur un plan perpen-
diculaire à I'axe z. D'une façon générale, on désigne par I'indice 1 la projection de tout vecteur sur ce
plan. A priori, il y a 2 températures perpendiculaires, l'une ?} associée à la vitesse radia]e c" et l'autre 7p
associée à la vitesse azimutale c6. On suppose ici qu'elles sont égales toutes deux à Tr. c" est la projection
de la vitesse thermique sur l'axe z et T, la température liée à c, .

Ona

llltrt

|f U = ,*t7, Unfr = ,*r7, d'où 27lc Tt = 1mc2r, car czL = c7 + cza

.t !*r. = !^r?.
2'2',

Il est évident que si Tr = T, = T,la fonction de distribution se confond avec la fonction maxwellienne
habituelle. :

f," = fo = ppnftr1-",, "*oçffi).
On définit des pressions à partir du tenseur des transferts de quantités de mouvement associés aux
vitesses thermiques. En désignant par n la concentration moléculaire et par rn la masse moléculaire, on
a pij = nmc; q et plus particulièrement

p, - nm], po - r^4 er donc pL = r@, * pù = ,*4..

De même pz = k^Q.tt est facile de vérifier que les pressions ainsi définies vérifient les équations d'état

pt=nkT1,=tftrt;
On définit les grandeurs moyennes

pau = (2p1+p")/3; Tou = (271+7")13

qui vérifient l'équation d'êtat pou - nlcTor. On définit aussi les énergies volumiques liées respectivement
aux mouvements transversaux et axiaux des molécules sont

er=f,cu?+n,-; n" = |ou? *I0",

pz=n.kT"=ohr"

avec, pour l'énergie totale

E = Et I E, = 
Irou, +lrfrr*



2.2 Quelques intégrales et expressions

Dans ce paragraphe, on rassemble certaines intégrales et formules de différentiation de tenseurs, utilisées
dans le texte principal.

[* ^-'" r- - $ . f* --2 . t /- ,2r-', d., - Ji .

J, e-dr=î; J, xe-dr=ri Jo 4,

fo* "'r-r a" = |t fo* 
,or-r a, =f,J;, 

fo* "'"-" dæ = t;

n2r r2n

/ ,in2 gdg = r; / .o.' pdp = r;Jo Jo

r2r r2r

/ ,in3 pdp = 0: / .ort pdp = 0;
Jo Jo

['* "rn' 1cospd1 = Q; ['" ,o"'gsingd,g - o;
Jo Jo

Les formules de différentiation sont écrites en coordonnées cylindriques (r, $,2),en considérant que tous
les éléments du tenseurs sont indépendants de l'angle /. En outre, dans certains cas, on suppose une
symétrie des tenseurs (voir la remarque cldessous) .

yiTi-L!,r,+*r";
T Or OZ

y;rok - I*,r'r * *r"r + $L1rtz + 7") - 6f rT22;

Dans la dernière expression, 7ii peut être non symétrique.

y;ry;Tij =!!,!,r,, +!!rr!7u + !!!,r" + *r!r'3 - !,,7'2 -rT22.' ror or ror oz ozror oz oz or

Dans la dernière formule, on a supposé que f;r = Tii .

y;rviTii* = !+r+,7ttm *!*rr*r'r^ * *l{rr"* +ror oT ror oz ozror
ô rô 7ss^- ! rr7zz*-r72zm-ôz ôz ôr

lifft*rt'z" + firrr"" + r, ftr"' + r, fir'32 1 r1zr2r2 + 2Tt22 + T"')1.

Dans la dernière formule, on a supposé que ?i.r- - Tlim, et en outre, que m f 2.

2,3 Procêdure pour ltétablissement des équations de moments

L'êvolution de la fonction de distribution est décrite par l'équation de Boltzmann

âf-* + (€v)f = J, (1)

où "7 est I'intégrale de collision. Pour établir les équations de moments décrivant l'écoulement d'un
gaz visqueux, on utilise habituellement pour la fonction / une approximation en développement sur un
petit paramètre, au voisinage de l'équilibre, puis l'équation cinétique ainsi obtenue est multipliée par des

invariants collisionnels et intégrée [11].

Pour établir les équations de moments avec déséquilibre de températures, on remplace Ia fonction de

distribution / par son approximation fQG 
o nz 

, qui est un développement sur un petit param ètre (gradient
erpansion) du type



|QGDRZ =f,,-r(iv)f,".
Ici r est le temps de relaxation maxwellien 

, = H 
,

Pau

où le coefficient de viscosité p est supposé varier avec la température moyenne p q TYr. L'exposant u,,

dépend du potentiel d'interaction moléculaire.

Le changement formel

f -+ TQconz

dans le terme convectif de l'équation de Boltzmann (1) conduit à I'équation approchée

Af
A + Gv)f,, - (€V)"({Y)f," = J. (2)

Les équations macroscopiques s'obtiennent en prenant les moments de l'équation (2) par intégration sur
l'espace des vitesses. La procédure est identique à celle exposée dans [6].

On intègre en coordonnées cylindriques dans I'espace des vitesses

I - 
æ2t æ

| .ai=III cLdcLded,cz
t o o -ùr

Le repère contravariant du système de coordonnées spatiales cylindriques est désigné par rlt, le système
de coordonnées cylindriques dans l'espace des vitesses est désigné par L;.

On remarque que dans ce chapitre, on ne cherche pas à obtenir une forme invariante des équations sur
la base de la fonction de distribution introduite. En d'autres termes, tous les indices de tenseurs sont
supposés relatifs au système cylindrique de coordonnées spatiales (r,ô,2). Par exemple cr = d.Rr = cr,
c3=d.R3=c" etc.Onsupposequeu2 =,û.É2 =0,mais,d'unefaçongénérale, c2=d.Ér+0.
Il est facile de voir que

f-r-t-|
Jïdt,=Jf,,d€=c; Jr'for.-Jc'f,,d(=o (3)

Pour les besoins des calculs futurs, on introduit le développement suivant de la dérivée scalaire

ci = d.Ri = (d.Lù(ni .Lu) =
(d'Lt)(Ri.rt)+ (d.Lz)(Ri .L')+ (î-h)(Ri .Lt) = rt(R' .Lr)+ c"(Ri .t31. (4)

On écrit chaque composante

c1 = cr cos gi c2 = cL1 ,in p; c3 = c".

Pour obtenir les équations en p, 'ttrr, uz , E L, E,,on lntaf." l'équation (2), en la multipliant par l, €t, €r,
€2t12,€?12. Pour cela, on utilise le développement (4) et I'expression du paragraphe (2.2).

Pour calculer les termes d'échange, moments de I'intégrale de collision

t, = | rf,*,ai, t, = I tle?ai

on utilise une approximation en relaxation de I'intégrale de collision

J = Uo - .f)|r",
où /s est la fonction de distribution correspondant à l'équilibre à la température ?}, et r" est le temps
moyen entre collisions.



On obtient

De même

On arrive finalement au système d'équations suivant

t' = I 
t+*o( 

= *" I ,r, - r)G"+ uf + 2cs u, cos p)di =

* lr,, - r)c2,a(= ,hn'-i- -2pù = #@"- pù.

t" = | T**= * 1,,, - r)("? + u)a( =

* I,t, - r)c'?"ai =,*"o'"i- - P) = {o, - n;

ôo rA ô

A + ;ûrpu, * *puz =tô ô a ai---rr ^ P;-l ^ r ^ P"ror or oz 02

ra ô , a ô .
; ar' ar'P"i + 6r6Pui

Tô Ô 0rô
f - ;-rr;- gUrU, * -;- - -;-T pt1711,2 .ror oz' ozrdr

Ô IÔ , ô Ô
;Pu, * -;-rPui I 7-pu7u" * x-pr =ot ror oz or
Iô ô , A A ' ^1 ô A r ôrô
; ar' ar'p"i + ar' arpu'ui l2; ôr" ar"'pt - 2 

rzu'Pt * *; ôr'u'pt
A A lô ô , ôrô , ô A ô ô

*-;-17-u7pz * - ;-rr;-puiu" + ;-- ^ rPuiuz * -;-T--u"Pt t -;-T-i-uzpL.oz oz ror oz ozror dr oz - dz dT

ô IÔ A , A

6îPuz 
+ ,6rrPu,u,'f 6Pui * 6Pz =ra a , ô ô " rô ô -a a

; Ar, ôrrp";u" * ôr, Arp"; + ;5;rrguzpt I36r6uzpz
lô A , ôrô , 1ô A ôrô+; Un UPuiu, * ôr; Arrp";u,l ; ôrn ArP'u, t Arl 6lrrPzur.

2ut * !!ru,(st+ pr) + !u"e, -ot ror oz

l*'*'"1(EL r 2pù + *'*"r" *l*"*r't * *,*r"*. ri*,,T*r'
* !,a !0, * r,-' p! *,,,r!ry * !,r,9q.t02 p oz ror or p oz oz p'

+! +rr+',u,(Et+ pr) + !! !rr,r"(Et *pr) * sr.ror Oz dzrdr

*t, * L 
ft,u,n" * *,,"(8" + p,) =

l*,*,"1u"* *,*u!p" +2p") + *,*0"+.:*,,*0,*
* + *,,'; fi ,, * i*,'; *, " * P r-' rj ft,,,, *? . T*,* *7,
*!*,,*",u,(8" + p,) + *l*,,,,,(E, * p,) * s,.ror oz dzrdr

TIu'roi= rh,', Pz= |"77ai= rhr,PL=



Sr=-,S, =!@,-pl.ôT

Considérons les équations obtenues dans le cas où Tt = T" = T, correspondant à pr = p" - p. ll est
évident que les équations pour p, 'u,, et u" se transforment en équations QGD correspondantes, écrites en
géométrierz. Si maintenant on additionne les équations pour,El et E",en tenant compte de E1.*8" - E
(E étant l'énergie totale) et de

on obtient l'équation QGD pour B en géométrie rz pour 1 = 513. Ainsi, à l'équilibre, les équations QGDT
se réduisent aux équations QGD pour un gaz monoatomique.

u'= |f,eîrai=rrnu?+n', ",= I)e?ta(= jn"?+!ro"

sr-*.e, = ltletai=0,

f



3 Equations QGDT pour un déséquilibre entre degrés de liberté
translationnels liés aux coordonnées cartésiennes

Dans ce paragraphe, on examine rapidement la généralisation des équations QGD au cas d'écoulements
caractérisés localement par des températures différentes liées à un système cartésien : T" I Tu * T".
L'obtention de ce système est tout à fait analogue à celle décrite précédemment pour un déséquilibre en
géométrie rz, de même qu'elle est analogue à celle du système QGDR qui prend en compte le déséquilibre
rotationnel [71. La différence réside dans une autre forme de la fonction de distribution de base et dans
l'utilisation d'un autre système de coordonnées.

On prend une fonction de distribution de la forme

f_-p^.'^,_((._ù),,.'),\-^-^l/_((._û,dù,',^.,-,_((d_ù).d")2,I" = 
12n71J1t41vzç7;7;J;y/zexp\ 2WJM)Ti ,l x exp(- r@MW-)"xp\- 2dûYf )'

lci, er, eo, e" constituent une base cartésienne fixe dont l'orientation détermine la fonction de distribution.
En raisonnant comme au paragraphe 2.3, on écrit l'équation approchée dans ce cas :

âf
a * Gv)f" - ({v)r((v)f" = J. (5)

En multipliant cette équation successivement par I, f-i, t2, 12, el12, €3 12 et en intégrant sur I'espace

des vitesses {*, on peut obtenir un système d'équations macroscopiques dans un système de coordonnées
curvilignes quelconques.

â

frl * Y ;cu' = V ;rY i(PutYr 1 Pu).

4,.
frn"r +V;(pu;uk +Ptu) =Y;rVi(puiuiuk +uiPik +uiPik +uuPii).

âr
âu" *Y;(Eoui * p,u,R'.) = v;rVi(Eouiuj + uop,fuj Rio + ui n21 + ){"à2 eij) +

p r- | y 
; r (L. p' i + R:" R!"p ")v 1'; * o, r';o, (I r" +,Rl R*p" ) + s..

Ici o prend t". uut"u.j x, y, z ; 8,, Ey, E" , pr, py, pz ,sont des scalaires.

u, -- (ù, . d"); uo = (ù . du); u, = (û . d");

RL = (Âr. ë,) = eL; Àl = (Æ, €) = ei; R', = (É.;.d") = e',;

.Rd est le repère du système de coordonnées curvilignes arbitraire.

Pii = p, Rir Rr, + ny RïRrz + p, RiRl = eii

Si p, - py = pz - p, alors Pii = p(É"i .Éi1 = on'i .

L'énergie totale est E = E, + Ev + Er.

Les composantes de l'énergie totale s'écrivent :

t, = f,cu', 
* trr,, no = f,o,l + )n, E, = f,nu', 

* ï0,
Les équations d'état sont :

R^ R- R-
Pr=Pçtr' Pv=P1ç4tv, Pz=Prtz.

l0



Pour calculer les termes d'échange, on prend, de même, I'approximation en relaxation de I'intégrale de
collision et on trouve :

s,=f;@u+p"-2p,), su=#@,*p"-2py), s,={@,*py-2p,). (6)

Les expressions pour les pression et têmpérature moyennes sont

Pau = (p' + Pv * p')/3; Too = (T, +Tv +7")13. (7)

Tout comme le système QGDT en coordonnêes rz étudié précédemment, le présent système, avec dés-
équilibre translationnel suivant les coordonnées cartésiennes se réduit au système d'équations QGD pour
un gaz monoatomique dans le cas de l'équilibre (T, = Ts = Tr).

t1



4 Calcul de jets à section rectangulaire en configuration 3D

On a effectué des calculs de jets sur la base des équations QGD, en coordonnées cartésiennes (Annexe
A). Ledomainede calcul est un cube 0 ( r ( L,0 <A < L,0 1z ( 1, (Fig.l,configuration A). La
section de sortie de la tuyère est disposée dans le plan yz, en r = 0. Elle a une forme rectangulaire. Le
reste du plan c = 0 est constitué par.une paroi solide.

L'écoulement est supposé parallèle et uniforme dans la section de sortie de la tuyère et on utilise des
variables adimensionnées en introduisant des paramètres d'échelle, à savoir les paramètres de l'écoulement
dans Ia section de sortie de la tuyère : la masse volumique prel , Ia température Tr"1 , la vitesse du
son orel = Ji@7j/t)Tr"f, le libre parcours moyen À""y. Les pressions sont alors réduites par p7"y =
tP,q (RlM)T,"t .

Le temps de relaxation de Maxwell peut s'exprimer en considérant des molécules de type VHS ( Variable
Hard Sphere caractérisées par I o< T'). Le modèle VHS inclut comme cas particuliers les molécules
sphères rigides (u = Il2) et les molécules de Maxwell (o = 1). On trouve

r=7o-05 - ,rq (g)'1 (8)
2(7 - 2u)(5 - 2,) \p ) p

La méthode aux différences finies utilisée dans les calculs tridimensionnels est analogue à celle exposée
dans [8] pour les calculs bidimensionnels. On utilise un maillage 20 x 20 x 20, et des pas identiques en x,
y, z. Le slstème d'équations est approximé par des différences centrées au deuxième ordre de précision
en espace et un schéma décentré au premier ordre de précision en temps. Le calcul de l'écoulement
stationnaire s'obtient par une méthode d'établissement, ce qui rend inutile une meilleure approximation
en temps.

Le pas du maillage est à = 10, la dimension du domaine de calcul est 190 x 190 x 190, la position de
la tuyère est définie par les inégalités 75 < A < I25,35 1 z < 165, de sorte que Ia largeur de la tuyère
est 50, et sa longueur 130. Le nombre de Knudsen, défini comme le rapport du libre parcours moyen à la
Iargeur de la tuyère est égal à Kn = 0.02.

Les conditions initiales sont prises comme suit : dans le prolongement de la tuyère (0 < r < 190,75 <
y1125,3532<165)

p=p"=I, P=Pe=I11, T=Te=1, ua=Ma, uu='Lt.r=0,

et dans le reste du domaine

p= ptny =I12, p=ptn1 =llQ1)=p"12, T =Ti,J - l, ux=uy=.uz=0.

Les conditions aux limites pour les différences sont déterminées sur la base d'une approximation au
premier ordre par les expressions suivantes :

Dans lasection de sortie de la tuyère (" = 0,75 < y < I25,35 ( z < 165)

p=pe, p=pe, LIx=Md, uc=u"-0;

sur le reste du domaine r = 0

ôpf Ôx = 0, p = 'lplT;"t t ux -- uv = u" - 0;

sur les frontières latérales, supérieure et inférieure

ôu"f ôn=ôuvlôn= ôurlôn=0, p= p;n1, p=p;n1 =p"f2,

(ici, les dérivées ôfôn reprêsentent les dérivées perpendiculaires à la frontière);
sur la frontière aval : "soft conditions"

ôplôx = ôplôx = ôu,lôx = )uvl0x = ôu, lôx = 0.

Le pas de temps est choisi par la formule

ht = dh/u^ot,

t2

(e)



z

I,4"

Level P

F 0.57379

E 0.54758

D 0.52137
c 0.49516

B 0.,16895

A 0.41274
9 0.41653

I 0.39032

7 0.364109

6 0.337899

5 0.311689

4 0.285479

3 0.259269

2 0.2s]059
1 0.206849

Ftc.2: Isobares dans un jet issu d'une fente rectangulaire (configuration A)

où à est le pas en espace, ttrmax = max(/T +
convergence

Le calcul s'arrête lorsque le critère de

max(p'- ùlh, <e, (10)

où p'est la valeur de la densité dans la couche temporelle supérieure et p dans la couche inférieure. On
prend e = 10-3.

Le calcul a été effectué pour un gaz monoatomique: nombre de Prandtl Pr - 213, rapport des chaleurs
spécifiques 1- 513. On a pris ar = 1 (caractéristique de molécules de Maxwell) et Ma = 2. Les rapports
de température et de pression en sortie de jet étaient donc

Pi"J - o.b.
P"

Le nombre de pas en temps a été de I'ordre de 104. Sur la figure 2 on montre les courbes isobares. On
voit que les sections yz du jet montrent une "inversion" progressive : Ia plus grande largeur, qui était
suivant z à la sortie de Ia tuyère devient suivant y lorsque I'on s'en éloigne. Un tel comportement a déjà
été constaté, par exemple par [15], [16] et [17].

T;nl _ ,
T" - I'

ul+ul+u?)

13



5 Interaction d'un jet avec une paroi parallèle à son axe, en confi-
gurations 2D et 3D

Le calcul de I'interaction d'un jet avec une paroi a été effectué sur la base des équations QGD en confi-
gurations bi- et tri-dimensionnelles (Annexe A) et sur la base des équations de Navier-Stokes (NS) en
configuration 3D, en coordonnées caitésiennes. La méthode de calcul est tout à fait analogue à celle
exposée au paragraphe précédent.

5.1 Configuration tridimensionnelle
Le domainede calcul (Fig.l, configuration B-3D) est un parallélépipède:0 ( x 1Lr,0 ( y ( Lv,0<
z 3 L". La tuyère est placée dans le plan yz, s = 0 et présente une section carrée. En dehors de la section
de sortie de la tuyère, le plan r = 0 est constitué d'une paroi solide dans les limites du domaine de calcul.
Une autre paroi solide occupe le plan z = 0. Les grandeurs adimensionnelles sont introduites comme
au paragraphe précédent (les grandeurs de référence étant prises dans la section de sortie de Ia tuyère).
La viscosité dans les équations NS est liée au temps maxwellien de relaxation des équations QGD par

F = rpt où r se calcule par la formule (8).

On utilise un maillage spatial uniforme 16 x 12 x 12 (respectivement en x, y, z) avec un pas à = 5, de
sorte que Ie domaine de calcul a pour dimensions 75 x 55 x 55. La position de la tuyère est déterminée
parlesinègalités 15<y <45, 15 12145. LenombredeKnudsensedéfinitcommelerapportdulibre
parcours moyen à la largeur de la tuyère : Kn av 0.033.

Les conditions initiales sont

- dans Ie prolongement de Ia tuyère (0 < r < 75,15( y 145,I5 1 z < 45) :

p=pe=I, p=pe=Il.'l , T=7"=I, ux=Me, uu=11"=0,

- ailleurs
p= pin! =I/2, p=pinJ =llQl), T =T;r1 =I, uc=uy='uz =0.

Les conditions aux limites sont

- dans lasection de sortie (e = 0, 15 < y < 45, 15 < z < 45)

P=Pe, P=Pe, Irx=Md, uv=u"-0;

l'écoulement est parallèle et uniforme;

- sur les parois solides (le reste du plan c = 0 et la frcntière inférieure z = 0)

ôpf Ôn = Q, p = lplT;nj, ux = uy = u, - 0;

- sur les frontières latérales et supérieure

ôu'fôn= ôuvlôn= ôu"lôn=0, p= pin!, p= piny

@ lôn désigne la dérivée normale à la frontière) ;

- sur la frontière opposée au plan de la tuyère "soft conditions"

ôp/ôx = ôp/ôx = ôu,lôs = ôuylôx = ôu" /ôx = 0.

Le pas de temps et Ie critère de convergence sont donnés encore respectivement par les équations (9) et
(10).

Le calcul a été effectué pour les paramètres suivants : Nombre de Mach en sortie de tuyère Ma = 2, gag

monoatomique (Pr = 213, 1 = 513), On a pris u = Il2 (caractéristique de molécules sphères rigides,

FxTt/2]l. Les rapports de température et de pression en sortie de jet étaient donc

Tll 
- r, Pinl 

= o.b.T" Pe

Le nombre de pas de temps jusqu'à la convergence était d'environ 7500 pour le système QGD et 8000
pour le système NS.

l--
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5.2 Configuration bidimensionnelle
La configuration est la variante bidimensionnelle xy de celle présentée au paragraphe précédent (Fig.1,
configuration B-2D). La tuyère est disposée sur I'axe y, x = 0. Une paroi solide occupe I'axe y = 0. Le
problème est rendu adimensionnel comme précédemment. On utilise un maillage spatial uniforme 80 x 60
(respectivement en x,y) avec un pas l! = I, de sorte que les dimensions du domaine de calcul sont Z0 x bg.
La position de la tuyère est déterminée par les inégalités 19.5 ( y < 40.5. Le nombre de Knudsen se
définit comme le rapport du libre parcours moyen à la largeur de la tuyère /(n = 0.05.
Les conditions initiales sont

- dans le prolongement de la tuyère (0 < r < 79, 19.5 < y < 40.b) :

P=Pe=I, P=Pe=I/7, T=7"-I, ut=Ma, uy=0,

- ailleurs

P= P;n1 =I12, P=Pinl = 1lQ1), T =T;nJ = I, u', = uo =Q.
Les conditions aux limites sont

- dans la section de sortie (" = 0, 19.5 < g < 40.5)

P=Pe, P=Pe, 'ut=Ma, uv=0;

l'écoulement est parallèle et uniforme;

- sur les parois solides (le reste de l'axe y et la frontière inférieure y = 0)

Ôpf Ôn = 0, p ='yplT;rt, ux = uy = u" - 0;

- sur la frontière supérieure

ôurfôn= ôuv/ôn=0, p= piny, p=pinJ

(ô lôn dêsigne la dérivée normale à la frontière) ;

- sur la frontière opposée au plan de la tuyère "soft conditions"

ôplôæ = ôplôx = ôu,lôæ = ôuvlôx = 0.

Le pas de temps et le critère de convergence sont donnés encore respectivement par les équations (g) et
(10), en posant uz = 0.

Le calcul a été cffectué pour les paramètres suivants : Nombre de Mach en sortie de tuyère Ma = 2, gaz
monoatomique,(Pr = 213, 1 = 513), On a pris encore u = lf2 (caractéristique de molécules sphères
rigides, p o-T1/2). Les rapports de température et de pression en sortie de jet étaient donc

Le nombre de pas de temps jusqu'à la convergence était d'environ 40000.

5.3 Résultats
Surlesfigures3et4onareprésentélesrépartitionsdep(pressionadimensionnêeparp,"1 =.f p,e!(RlM)7,"t),
de g (densitê de flux thermique adimensionn êe par pr"1ar"1 ) et de a (contrainte tangentielle de frottement
adimensionnée par P'e;) sur la paroi inférieure. On rappelle que les grandeurs de référence p,e!,7,e1, et
arel sont respectivement les masse volumique, température et vitesse du son dans la section de sortie de
la tuyère. Les grandeurs de paroi sont calculées à partir des grandeurs adimensionnées par

\L = t. P;nJ - 0.5
le Pe

I 7 Ôp ôq= Pr1-lP'ô"p' o=rô;Pu

II est facile de montrer [8], que sous les hypothèses d'adhérence à la paroi (u- = 0) et de gradient normal
de pression nul Ôplôn = 0, Ies expressions de g et de a sont correctes à la fois pour les systèmes QGD et
NS et correspondent aux quantités dimensionnées habituelles, respectivement (nôT/ôn) et (p0ulôn).

(11)
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0.10

70 x 80

FIc.3: Pression, flux thermique et contrainte de frottement adimensionnels en configuration B-2D (in-
fluence du pas d'espace)

Sur la figure 3, on compare les résultats obtenus sur la base des équations QGD pour le même problème
2D avec des pas différents en espace. La ligne pleine correspond à des pas en x et en y deux fois plus
petits que les valeurs nominales indiquées plus haut. On voit que la convergence sur le pas du maillage
est obtenue.

Sur la figure 4, on compare les résultats obtenus sur la base des équations QGD (lignes pleines) et
NS (lignes pointillées) sur le même problème 3D en utilisant la même méthode de calcul. Les résultats
correspondent à I'axe de symétrie (z = 0,V = 27.5).

Sur la figure 5 on a tracé Ies isobares dans Ie champ d'écoulement en configuration 2D.

Le problème de départ (interaction d'un jet avec une paroi parallèle à son axe) a été étudié expéri-
mentalement dans [18], mais pour d'autres valeurs des nombres de Mach (Ma = 5.82) et de Knudsen
(I{n - 4.13 x 10-4).Néanmoins, on peut observer la correspondance qualitative des profils de pression et
de flux thermique avec ceux de [18]. Les profils de flux thermique sur les mêmes figures sont aussi en accord
qualitatif avec ceux de [19] obtenus par DSMC pour des jets soniques (Ma = I, Iin - 2 x 10-a-3 x 10-3).
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Ftc. 5: Isobares dans le plan de symétrie de la configuration 2D

P

FIc. 4: Pression, flux thermique et contrainte de frottement adimensionnels en configuration B-3D (com-
paraison QGD-NS)

v
60

Level P

F

E

o
c
B

A
9

I
7

6

5

4

3

2

I

o.5s2477

0.564 1 55

0.535832

0.507509

0.479187

0.450864

o.4n541
0.39121 9

0.365896

0.337573

0.309251

0.2s0928

0.252605

o.224283

0.1 9596

70605040

I7



6 Problème de I'interaction de deux jets en configuration bidi-
mensionnelle avec déséquilibre rotationnel

Le calcul de I'interaction de deux jets parallèles et identiques a été effectué sur la base des équations

QGDR en configuration 2D dans une configuration géométrique qui correspond aux expériences de [20].
Les équations QGDR, dont I'établisse'ment peut être trouvé dans [14] sont rappelées dans l'annexe B.

Le domainede calcul est un rectangle (Fig.1, configuration C). On utilise des grandeurs sans dimension
en introduisant des grandeurs de référence (paramètres du gaz dans la section de sortie des tuyères) : la
masse volumique pr"1, Ia température de translation Tr"1 ,lavitesse du son (;re1 = \fr@M@rq, le libre
parcours moyen À,"y.Le temps de relaxation Maxwellien se calcule par I'équation 8, maisen considérant
ici Ia température de translation. En supposant que les molécules sont de type VHS (pt cr-T'), on a

r-7u-05 rb\/27t
2(7 -2u)(5-2u)

Le temps de relaxation rotationnel qui intervient dans les termes d'échange des équations QGDR se

calcule comme r, = Zr", où z" est Ie temps moyen entre collisions

r"=rlQ(u), Q(r) =301(U-2r). (5-2o)), (12)

Z est Ie nombre de collisions caractéristique de la relaxation rotationnelle. Pour de I'azote, on prend
ici Z = 5. Mais on peut trouver dans la littérature des expressions de Z qui prennent en compte une
dépendence de la température [1lj, [2U. Enfin, on prend c,., = 0.75.

La méthode aux différences finies est analogue à celle des calculs précédents, à part que I'on a introduit
ici une viscosité artificielle (comme dans [8], à savoir r -+ r + Ph^i"12\Æ dans certains termes, à-;,
est le pas minimal en espace, 0 = 0.2). On utilise un maillage spatial 120 x 30 (respectivement en x,y).
Pour0Sj<20,lemaillageestuniformeenxetyavecunpash=10,(jestl'indicedumaillageeny).
Pour j > 20 le pas en y augmente en progression géométrique de raison 1.1. Le coin en bas à gauche du
domaine de calcul correspond aux coordonnées (0, -hl2)),les dimensions de celui-ci sont 1190 x349.374.
La position de la tuyère est déterminée par r. = 0,150 < y < 180. Le nombre de Knudsen, est défini
comme le rapport du libre parcours moyen à la largeur de la tuyère 1(æ æ 0.033.

Les conditions initiales sont

- dans le prolongement de la tuyère (0 < r < 1190,150 S y S 180) :

p=p"=I, Pt--Pr=Pe=Il^l , Tt=Tr=7"=I, ux=Ma' uy=0,

- ailleurs

p= ptnl = 0.01p", pt = pr =p;n1 - 0.01p", Tt =T, =Tinj =7" = I, u, = uo =Q.

Par analogie àYQC p5, on a posé Pr = nkTr.

Les conditions aux limites sont

- dans la section de sortie

P=P", Pt=Pr=Pe, lJc=Ma, uv=0;

l'écoulement est parallèle et uniforme ;

- sur les parois solides (le reste de l'axe y)

Tual =I.477" Ôp1fÔn=0, pr =pt, p='lptfTwau, uc=uv- 0i

- sur Ia frontière supérieure et celle opposée au plan de la tuyère : "soft conditions"

ôplôn = Akl Ôn = Ôp, lÔn = ôu" lôx = Ôus/ôx = 0.

@lôn dêsigne la dérivée normale à la frontière) ;

- sur la frontière inférieure, on introduit des conditions de symétrie, ce qui permet de simuler I'inter-
action entre les jets par une réflexion sut un plan de symétrie, placé en g = 0.

(î)'*
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Au delà de l'instant initial, la pression du gaz extérieur n'intervient pas dans les conditions aux limites
et on simule donc une détente dans Ie vide.

Le pas de temps se calcule par la formule

. ht = ah2^;rf u^or,

où u-o" = max(max (JT,r/T) + @ + ui)). Le critère de convergence était analogue à I'Eq.(10), avec

e = 6.28. 10-6.

Le calcul a été effectué pour les paramètres suivants : Nombre de Mach en sortie de tuyère Ma = 4.22,
gazdiatomiquesimulantl'azote(Pr-I4lI9,'l=715,u-0.75).Onaprisa=0.002etP-0.2.Le
nombre de pas de temps jusqu'à la convergence était de I'ordre de 18200.

Sur les figures 6-10, on a tracê respectivement les lignes d'égale densité, température translationnelle,
température rotationnelle, composantes axiale (x) et transversale (y) de la vitesse. Sur la figure 1l_on
a tracé le champ du vecteur flux de masse et quelques lignes de courant. Le vecteur flux de masse j se

confond avec pù dans Ie cas d'une fonction de distribution isotrope. Dans le cadre de la modélisation
QGD, il a pour composantes, d'après [22]

i, = u,p - r*bu2, + nù - rftbu,uo)

jv = uvp - r*@u,uy) - rft{rur, + n).

En se reportant par exemple à I'annexe B, on voit que cette expression du flux massique permet d'écrire
I'équation de continuité sous une forme dont la signification physique est plus apparente :

aaô
*P+ *Jx* *Jv=U

Sur la figure 12 on a tracé la répartition du flux thermique adimensionné comme précédemment

q= pr-trp,*W+P

le long de la paroi solide (c = hl2) entre les deux tuyères. La coordonnée y est réduite par la distance
entre Ia tuyère et I'axe de symétrie. L'expression de q est obtenue en sommant les termes de conduction
dans la direction x présents respectivement dans les équations de conservation de l'énergie translationnelle
et rotationnelle. On vérifie que lorsque T6 =7, (d'où p4 - p,), on retrouve I'expression 11.

L'allure de la distribution de flux thermique est qualitativement semblable à celle obtenue expérimenta-
Iement [20], à savoir qu'elle présente un minimum dans le plan de symétrie (Fig.11). Cette observation
est cohérente avec I'absence de point d'arrêt sur la paroi: il n'y a pas d'écoulement de retour, u, reste
positif (Fig.9). De même, la distribution de densité est qualitativement semblable à celle de I'expérience
(Fig.6).

Le problème de I'interaction de deux jets a été traité dans [23] en configuration 3D par la méthode DSMC
pour de I'Argon dans les conditions Ma. *2 et I(n" nv 4 x 10-4. BIIe a conduit à des distributions de
densité en accord qualitatif avec celle du présent travail.
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Ftc. 9: Champ de la composante axiale de vitesse en configuration C
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FIc. 11: Champ du vecteur flux de masse en configuration C
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26



7 Jet plan en déséquilibre translationnel
Tous les calculs précédents supposent I'équilibre translationnel. Pour illustrer les limites de ces calculs
et montrer la possibilité de prendre en compte le déséquilibre translationel, on a utilisé les équations
QGDT dans la forme de I'annexe C pour calculer un jet bidimensionnel issu d'une fente de hauteur d
(Fig.i, configuration D). Les conditions de l'écoulement étaient les mêmes que celles du calcul DSMC
présenté dans [24] : Les nombres de Mach et de Knudsen (Kn = \,qld) sont respectivement égaux
à 2 et 0.1. Comme précédemment, Àr"y est le libre parcours moyen en sortie de tuyère. Le gaz "ri u.,
gaz monoatomique de sphères rigides. Les grandeurs sans dimension sont introduites comme dans les
paragraphes précédents. Le temps de relaxation Maxwellien se calcule à partir des grandeurs moyennes
(Eqs.7) en utilisant l'équation 8. Le temps de relaxation r" qui intervient dans les tàrmes d'échange des
équations QGDT et qui a été supposé égal au temps moyen entre collisions se relie à r par l'équatiàn 12.
On peut montrer [25] que la prise en compte de I'anisotropie de la fonction de distribution a une influence
très faible sur les temps de relaxation, ce qui jusiifie ici l'usage des températures moyennes dans le calcul
de r et r..

Un maillage uniforme rectangulaire avec h, = hv = 0.5 et ly', = g1, Ny = 4I a été utilisé. L,algorithme
de calcul est analogue à celui des chapitres précédents et on peut trouver des détails dans les références
[8],[10], [6].

Les conditions aux limites s'écrivent

- section de sortie de la tuyère (r = 0)

'Uxe = Ma, uye=0, P"=I,
Tr" =Ty" =7"" --7" = I, pr. = pye= pze = p" = Il1;

- plan de symétrie (y = 0)

Ôu'fÔy - 0, uy = 0, ôp,lôy = ôpylôA = ôp"/ôy = 0, ôT,lôy = ôTylôy = ôT,l0y =0;

- frontières gauche (c = 0, ailleurs que dans la sortie de tuyère) et droite (aval) (soft conditions)

Ôu,fôx = Ôuy/ôæ = 0, ôp"lô, = ôpylôr = ôp"lôx = 0, ôT,lôr = ôTvlôx = ôT"lôæ = 0.

- frontière supérieure (latérale) (soft conditions)

ôu'lôv = Ôuy/ôv = 0, Ôp,lôa = ôpvlôu = ôp"/ôy =0, ôT,lôy = ôTalôy = ôT,lôa =0.
Pour assurer Ia cohérence avec le problème traité par DSMC, une attention particulière a été apportée
aux conditions aux limites.

Les conditions aux limites du calcul DSMC sont imposées en termes de flux moléculaire entrant dans Ie
domaine de calcul et de fonctions de distribution pour les molécules entrantes. Sur les frontières libres
(c-à-d autres que la sortie de la tuyère), l'écoulement macroscopique est sortant et on a considéré que le
nombre de Mach était suffisamment élevé pour que le flux moléculaire entrant soit pris égal à zéro.

La formulation des conditions aux limites du calcul QGD a été adaptée pour imposer aussi un flux
moléculaire entrant nul sur les frontières libres. D'une façon générale, les grandeurs macroscopiques qui
interviennent dans les équations QGD sont reliées aux grandeurs moléculaires par des intégrales sur
l'ensemble de I'espace des vitesses. Dans Ie présent cas, on limite les intégrales au domaine de I'espace
des vitesses qui assure la sortie des molécules et interdit leur entrée. Par exemple, sur la frontière droite
du domaine, les intégrales seront du type

l* *" l* *, ln* or, (13)

sur les frontières gauche et supérieure, elles seront respectivement du type

( 14)

pression des conditions aux limites indiquées plus haut, on remplace donc les grandeurs macroscopiques
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Ftc. 13: Evolution des paramètres de l'écoule-
ment le Iong de I'axe du jet en configuration D

fiet bidimensionnel, QGDT et DSMC)

FIc. 14: Evolution des températures dans
chaque direction le long de I'axe du jet en confi-
guration D fiet bidimensionnel, QGDT)

"classiques" (correspondant à des intégrales sur I'ensemble de l'espace des vitessses) par des expressions
analytiques correspondant aux intégrales "incomplètes". Dans l'annexe D on expose l'ensemble des sub-
stitutions qui doivent s'appliquer pour I'expression des conditions aux limites aux frontières droite et
gauche. Des expressions analogues doivent être employées pour la frontière supérieure, en échangeant les
variables x et y.

L'évolution de la densité, de la vitesse et de la température moyenne obtenue par les équations QGDT
est cohérente avec celle obtenue par DSMC, dans la région proche de la tuyère, c'est-à-dire là où les
collisions sont suffisantes pour maintenir une situation de proche équilibre thermodynamique Fig.13.
Malheureusement, l'évolution des températures Tr, Ty,4 obtenue par DSMC n'était pas disponible
pour ces conditions. Cependant les résultats obtenus par les équations QGDT (Fig.la) sont en accord
qualitatif avec ceux obtenus pour 1(n = 0.25 par DSMC.

Les champs d'écoulement obtenus par DSMC et QGDT sont présentés sur les figures suivantes. Les plus
grandes différences sont observées dans les zones très raréfiées au dessus de la tuyère et près de la frontière
droite :

- Figs.15-16 : champs de densité.

- Figs.17-18 : champs de u,.

- Figs.19-20: champs de la composante c du flux massique jr.La comparaison ne peut être ici que
qualitative car le flux massique réel n'a pas été enregistré lors des calculs DSMC. Sur la figure 19,
j" est estimé comme jt =utP, alors que pour Ies résultats QGDT, il se calcule comme

jr = urp - rfio*r,+ p") - ,ft{,,u,uu).

Notons qu'en utilisant une expression analogue pour j, (en échangeant r et y), l'équation de conti-
nuité de I'annexe C retrouve encore une forme dont Ia signification physique est claire

ôôô
*p+ *i,+ *iu=0

- Figs.2l-22: champs du vecteur flux massique j- et lignes de courant correspondantes.

- Figs.23 : A titre indicatif, on a représenté les isolignes du Iibre parcours moyen local À adimensionné
par la largeur d de la tuyère. Cette grandeur n'est pas la plus représentative du degré de déséquilibre
de l'écoulement, mais on voit que ce nombre sans dimension augmente considérablement dans le
jet, ce qui est cohérent avec I'important déséquilibre translationnel constaté sur la Fig.14.
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Ftc. 22: Champ du vecteur flux de masse j en configuration D (QGDT)
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8 Conclusion

On a établi une généralisation des équations QGD prenant en compte le déséquilibre translationnel
(QGDT) . Les équations obtenues ont été adaptées à des coordonnées cylindriques.

Les équations QGDT peuvent être utilisées pour mettre en évidence les zones de déséquilibre translation-
nel, ce qui, associé à un critère de désêquilibre, permet de délimiter les zones d'un écoulement accessibles
par une approche continue.

On a démontré la faisabilité de calculs de jets sous-détendus sur Ia base des équations QGD et de leurs
généralisations à des situations de déséquilibre translationnel (QGDT) ou rotationnel (QGDR). On a
considéré des gaz mono- et diatomiques, des configurations 2D et 3D et et des nombres de Mach en sortie
de tuyère représentatifs de conditions rencontrées dans des applications réelles. Toutefois, les nombres de
Knudsen considérés ici sont en général trop grands pour être représentatifs.

Le calcul de configurations réelles tridimensionnelles est maintenant envisageable en mettant en æuvre
des ressources de calcul plus importantes.
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A Système d'équations QGD en coordonnées cartésiennes xyz

*-P+ ^ Put* 7-Puvl --PU" =ototoy-oz

{,,fit*2+p) + *,ftr","ù* *,*(pu.u") +

h,*rr","à * *,9*bu? + rl * &,!(puuu,) +

fr, fr b" 
" "; * *, !ur(p, 

" 
uù * *, L*to"! + ù.

*r,, + fio"?+ p) + 
ftruou, 

* firu,u, =

{,"{,t*l * ru,p) * ft,ftrru2,uo * uvp) * *,*r"'"", + u,p) t
ft,fir*Zuo * uyp) * L*,L*tou?u, + u,p) * &,*ro,,,vu") *

*" * t*2", * u, p) * fi , ft o", u v u 
") * 

L*, fi ou? u, + u, p) .

frr,, * firu,uo * ftt*?+ 
p) + !*ou"uu =

fi,fit*Zuo * uyp) * fi,ftou,uf; + u,p) * fi,fib',,vu") t
ft,frt*?u, t u,p) * f,"fioul + ruofl * *,**u"u2o + u"p) *

*, *, 0", uv u 
") * *, ft,rr, " "? + u, p) * L*, * rr"! uo + u 

u fl .

ftou, * firu,u" * ftruru" 
+ frO"? + p) =

L*,fit*',u" t u,p) * fr,ftou,uou") * fi,fiou,u! + u,p) *

&,*rr",usu") * ft,L*tr"?"" * u"p) * &,*r"uu! + u,p) +

fr, fi {0,',,, t u,p) * fi, ftOu! 
uy r uyp) * ft , ftf*: * su 

" 
p).

*t * ft{u', + pu,) * L*@,r-r puù * fi@w + pu") -

*,L*ut + 2p)u2, + 
)n@? 

+ ul + u',)) + *,ftrru * 2p)u,u) -r

*,,L*ut | 2p)u,u,) * ft,fiuu * 2p)uou,) a

&,&Ut + 2p)u'zu + |nf"? + ul + u?)) + &,*Uu + 2p)uou") +

L*,*ut | 2p)u"u,) * fi, ftuu * 2p)u"u) * fr,nut + 2p)u! + )r@? + ul +,?)) +

e,-'r l*,,*i* *,,&i. *,,*it+ fitP;,i*,. &,',*,* #,i*^
u=ortu'z,+ul+"')+fi
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B Système d'équations QGDR en coordonnées cartésiennes xy

ft, * fir", * ftru, = *,*rouz, + nù + {,,L*nu,uu +

aaaô
û'hr"o"'* û'û(P"? + P')'

*0,, * fro"?-t pt) * 
f,ouuu, = *,*rru', a ru,p) +

fi,ftwzuv + uspù * ft,fiouz,u, t uyp) + &,&r*i", + u,pt).

*ruu + frou,"u + fttn,l + pt) = fi,ftt*Zu, * uop6) *

*" ft , 0", uzo + u, p,l * ft , fi t putru, + u, p t) * U*, 
*, o "i + Ju up t) .

*t,* *,u,rr, * pt) * *,urt, * p) = *,firru, +2p)u| + !rn,t"?+,f )) +

:;':i,",r(Et r 2pt) * &,*"ru'(Et * 2pt) * &,L*u", + 2p)u2u + |n,@',+ 
,l)) +

,,-'lr*,r,*i * *,o,hir.i,*,i*0,* ft,,;fr,,, * t,

*r", * *u,u, + fturn, = *,*"",t, * *,&u,uuE, * &,*"ru,E, * ft,ft",rn, *

e,-,tfi,p,*r;. h,r,&r;t. *,i*r,* &,îftr, * r.

s, = {@, -n); s' = -.er ; E, ='JÉ+È *Y, E, = Pr

1 =715, Pr -- I4l19, p, = p(RlM\Tt, p, = p(RlM)7,.
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C Système d'équations QGDT en coordonnées cartésiennes xy

{r, * {,0", * ftruu = *,*r,,u', + nà * fi,ftou,uu) +

fi,fr,,",";*h,*bu?+pù,

*0,, + fio"? + p,) + 
ftruuu, = *,*,ru3, + 3u"p,) +

fr,ftr*Zuy + uvp,) * 
ft,fiou2,uu 

* uop) + ft,ftw?", * u,pv),

frr', * frou,uu * ftW? + py) = ft,frWZuu + uup") *

*r, 
L*, 0", uf, + u, p u) * ft , fi t ru'o u, + u, p v) t *, &, *l + B u 

v 
p ù,

*t, * *,u,r",* p,) + *u,,, = *,*"21o, + f,nà +

*,:i,",,(8, + p,) * *"*",u,(8, t nS + 
ft,fi@,u2u 

+ T,?où *

,,-'t*,T,,*i * *"i,,&i,* *,i*I,. * &,';hT,, * '.

*u, * *tou, + 
ft,o1nu 

* pù = fi,fro,"i +|",,nà +

*,Lô.,,,r(Ey * pa) * h,*",u.,(Eo t n; + fr,ftu\@v +f,n; +

,,-'r*,i,.*? * ft,T0,&7,* *,',;*i,.. h,?*T,, * "
*t" * *r"u" * ftu"u, = *,*rt"u?) + *,frrt,",uy) *
t*,*rt""au,) * ft,fte,"'; + r,-'1L,Tr,*7. &,t r,*7,

A p,ôl A p"ô1
* u'i ôrrq' * u'i u 2Pv 

* b'' '

lci, u, et uu sont les composantes du vecteur vitesse. Les composantes de l'énergie totale sont

,, = # *I0,, u, = 
o4 *f,r,, n" =!rn".

Les termes d'échange s'écrivent comme dans l'Equation 6.
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D TYansformation de certaines expressions à utiliser aux fron-
tières libres

Cette annexe donne le détail des substitutions à effectuer dans I'expression des conditions aux limites
aux frontières libres du domaine de calcul, pour le problème traité au paragraphe 7. L'écriture A -+ B
signifie que B doit être substitué à A.'La forme des conditions aux limites est telle que la différence entre
les expressions originales et les expressions substituées s'annule à la frontière et la substitution devient
inutile. On ne donne ici que les substitutions nécessaires.

Dans l'équation de continuité :

Dans l'équation en pu, :

p,l + n, - r-{.(,,: * Lrr,) r r- u) + r.5u,

Dans l'équaLion en puu '.

-o') = rr, uvbu?* p") -+ u, x r.2.

u,(pu? * ps) -+ 1,1+ firo1 , tr.

x rr, u,uo(Eu + py) + 0.fuuufu2u + zfiro1 x tt.

puxuvlurxI,l,

Dans l'équation en .8, :

u,uo(E, * p,) -+ uo x Ls.

Dans l'équation en E, :

u,E, -+ 0.5@'?v * hrrl
Dans I'équation en E, :

u,E, -+ O.Sfir, , zr, u"uuE" -+ 0.Suofir, * lr.

F(-p)

où O est la fonction d'erreur

o(A) =

Pour une frontière gauche, on prend

= l:,,
p>0
0 <0,

2fA
GJ,

p>0
p <0.

* et - pour les frontières droite et

zLr-,M'

Ici, B - ",1J2(tltvffi et F(fl est une fonction définie, pour une frontière droite, comme

-t,,, _ [ 0 S,/;(t + o(l B l)),"'-l ob,/î(l-olBl)),

"-" dt, A>0

F(-p)= [-u r-'"dt-I os6(l-o(l pl))'
r-æ I os.Æ(l+o(lpl)),

Dans les intégrales Tt,Iz et 23, on prend respectivement les signes
gauche.
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