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1 Introduction

Le controle de position et d’orientation des satellites et autres véhicules spatiaux est assuré par ’éjection
de gaz sous forme de jets [1]. En effet, aux altitudes considérées, la pression ambiante est nulle ou trés
faible et les forces aérodynamiques externes sont insuffisantes pour étre exploitées. Les jets se détendent
donc pratiquement dans le vide. Le développement de ces systémes de contrdle exige des moyens de
prédiction pour le comportement des jets et de leur éventuel impact sur des obstacles (effets dynamiques
et thermiques, contamination). Ces moyens de prédiction combinent résultats expérimentaux (obtenus &
la fois en laboratoire ou au cours de vols réels) et codes de calcul. Ces derniers sont indispensables dans la
mesure ol tous les paramétres utiles ne peuvent pas étre mesurés expérimentalement. En outre, dans les
essais en laboratoire, il n’est généralement pas possible d’obtenir un degré de raréfaction du gaz ambiant
suffisant pour simuler le vide spatial, ce qui complique la transposition des résultats aux conditions du
vol réel.

Une caractéristique essentielle des écoulements de jets est le changement considérable du degré de raré-
faction du gaz le long du jet. Dans la région de la tuyére (source du jet), le nombre de Knudsen s’établit
a Kn ~ 1073 — 1074, ce qui correspond au régime des milieux continus. Dans la zone intéressante pour
des applications pratiques (région d’interaction des jets avec des obstacles ou entre eux), les nombres
de Knudsen peuvent atteindre l’unité ou plus, ce qui correspond au régime d’écoulement raréfié, voire
moléculaire libre. Un tel changement de la raréfaction complique la simulation numérique du probléme,
dans la mesure ou il impose d’utiliser et de raccorder entre elles différentes approches numériques du
probléme : les équations continues (équations des moments) au voisinage de la tuyére et des modéles
cinétiques (par exemple la Simulation Numérique Directe par méthode de Monte Carlo, DSMC) dans les
domaines de basse densité, p.ex.[2].

Dans ce travail, la modélisation du jet qui se détend dans le vide ou dans une atmosphére a basse pression
repose sur les équations quasi gazodynamiques (QGD) (p.ex. [3], [4], [5]) et leurs généralisations. Pour
des écoulements stationnaires, les équations QGD différent des équations de Navier-Stokes (NS) par des
termes dissipatifs supplémentaires d’ordre ~ O(Kn?). C’est pourquoi, comme le montrent les estimations
théoriques et les calculs pratiques, les systémes QGD et NS donnent pratiquement les mémes résultats
pour la simulation d’écoulements de gaz denses, correspondant a des petits nombres de Knudsen. Cepen-
dant, pour des nombres de Knudsen modérés, les résultats de ces deux approches commencent & différer.
Certains avantages des équations QGD par rapport aux équations NS pour des calculs d’écoulements
modérément raréfiés ont été mis en évidence sur des problémes-types : onde de choc ([6], [7]), écoulement
le long d’une plaque plane ([5],[8]) et autour d’un disque ([9], [10]).

Il est connu que 'une des manifestations de la raréfaction d’un gaz est la violation de I’équilibre ther-
modynamique entre les différents degrés de liberté des molécules [11]. Cet effet s’accroit avec le nombre
de Knudsen. Bien que les méthodes de simulation directe (DSMC) prennent en compte ce déséquilibre,
1l est intéressant de considérer également ce probléme au niveau macroscopique.

Les équations QGD peuvent étre généralisées pour prendre en compte le déséquilibre des degrés de
liberté translationnels du gaz. Il faut remarquer que chaque généralisation de ce type des équations QGD
(équations QGDT) est liée au systéme de coordonnées particulier qui détermine les degrés de liberté et
que de ce point de vue, elle n’est pas invariante. Les équations QGDT, prenant en compte le déséquilibre
translationnel lié¢ & un systéme cartésien de coordonnées, ont été décrites dans les travaux (6], [7], [12].
On a montré que la prise en compte de ce déséquilibre améliore sensiblement les profils de densité et de
vitesse dans le probléme classique de la structure d’une onde de choc, en rapprochant ces profils de ceux
obtenus par un calcul DSMC de référence.

La généralisation des équations QGD pour prendre en compte le déséquilibre entre les différents degrés
de liberté translationnels des molécules a été réalisée (équations QGDT). De méme, leur généralisation
pour prendre en compte le déséquilibre entre d’une part énergie translationnelle et d’autre part énergie
rotationnelle (QGDR) a été réalisée. Ces travaux sont exposés dans les Refs.[13] et [14].

Dans ce travail, on décrit la construction d’un systéme QGDT & deux températures, en utilisant le dés-
équilibre suivant les degrés de liberté associés & des coordonnées cylindriques rz. Pour cela, on suppose que
toutes les fonctions macroscopiques sont indépendantes de Pangle azimutal ¢. En outre, on suppose que
la composante angulaire de la vitesse macroscopique est nulle. La difficulté vient de ce que la composante
angulaire de la vitesse thermique des molécules n’est pas supposée nulle.




A B-3D B-2D C D
Configuration 3D 3D 2D 2D 2D
Equations QGD QGD, NS QGD QGDR + QGDT
viscosité
artificielle
Maillage 20x20x20 16x12x12 80x60 120x30 91x41
Gaz Pr=2/3 Pr=2/3 Pr=2/3 Pr=14/19=0.74 Pr=2/3
v=5/3 vY=5/3 v=5/3 v=7/5 v=5/3
w=1 0=0.5 0=0.5 w=0.75 ®w=0.5
Ma 2 2 2 4.22 2
Kn. 0.02 0.0333 0.05 0.0333 0.1
Poo/Pe 0.5 0.5 0.5 0 (vide) 0 (vide)

TaB. 1: Paramétres des cas traités

Plus loin dans ce travail, on démontre la possibilité d’une simulation numérique de la détente d’un jet
dans le vide, en utilisant les équations QGD, QGDT et QGDR. Les résultats de calcul sont confrontés a
des résultats obtenus par les méthodes cinétiques, les équations NS et & des résultats expérimentaux. On
expose des exemples de calculs de jets, en configurations 2D et 3D. Les configurations géométriques sont
données sur la figure 1 et les paramétres de 1’écoulement et du calcul dans la table 1 :

- (A) écoulement de jet & partir d’une section rectangulaire (cas 3D),
- (B) interaction d’un jet avec une paroi plane paralléle & son axe (cas 2D et 3D),

- (C) interaction entre eux de deux jets paralléles avec prise en compte du déséquilibre translation-
rotation (cas 2D),

- (D) écoulement d’un jet plan, avec possibilité de déséquilbre entre trois degrés de liberté transla-
tionnels (cas 2D).

Dans tous ces cas, on suppose que le gaz se détend dans le vide ou dans une atmosphére dont la pression
est inférieure a la pression de sortie de la tuyére.
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F1G. 1: Schéma des configurations traitées



2 Equations QGDT pour un déséquilibre entre degrés de liberté
translationnels liés aux coordonnées cylindriques

2.1 Fonctions de distribution et équations d’état

Un gaz de molécules monoatomiques, considérées comme des points matériels peut étre décrit par la
fonction de distribution mono-particule f(t, 7€), fonction du temps ¢, des coordonnées 7 et de la vitesse
des molécules £. La vitesse des molécules s’écrit £ = &+ i, ol C est la vitesse thermique et @ la vitesse

macroscopique. On norme la fonction de distribution par la relation
dp = fd,

ou p est la masse volumique du gaz. On considére une fonction de distribution de type Maxwell-Boltzmann,
caractérisée localement par deux températures.

f; :p(%zi)‘s/z(TzT)‘1/ze><p(— i - c: )
m M 15 2R/ M)TL  2(R/M)T,”

Ici R est la constante universelle des gaz parfaits, M la masse molaire du gaz considéré, N4 le nombre
d’Avogadro, k = R /N4 la constante de Boltzmann, ¢, la projection de la vitesse ¢ sur un plan perpen-
diculaire & ’axe z. D’une fagon générale, on désigne par l'indice | la projection de tout vecteur sur ce
plan. A priori, il y a 2 températures perpendiculaires, 'une 7, associée & la vitesse radiale ¢, et ’autre T}
associée a la vitesse azimutale c¢y. On suppose ici qu’elles sont égales toutes deux 4 T'( . ¢, est la projection
de la vitesse thermique sur ’axe z et T, la température liée a c,.

On a

1 1 — 1 1 — - @ —
§kTr:—mc,?, §kT¢:§mc3, d’oﬁ?ikTL:-é-mci, carci:c?—{-ci

1 1 —
et §sz = §mc§.
Il est évident que si T, = T, = T, la fonction de distribution se confond avec la fonction maxwellienne

habituelle :
2

_ _ R -3/ C
frz = fo= p(2m52T) : 2exp(—m)-

On définit des pressions & partir du tenseur des transferts de quantités de mouvement associés aux
vitesses thermiques. En désignant par n la concentration moléculaire et par m la masse moléculaire, on
a pij = nmgc; c; et plus particuliérement

— 1 —
pr =nmcZ, p¢:nmci etdonchzi(pr+p¢): nmc?.

De méme p, = n mEg". 11 est facile de vérifier que les pressions ainsi définies vérifient les équations d’état

R R
pL:nkTL:pﬂTL; pz:nszsz—Tz.

On définit les grandeurs moyennes

Pav = (2pL +p2)/3; Tow = (2TL + T2)/3

qui vérifient I’équation d’état p,, = n kTg,. On définit aussi les énergies volumiques liées respectivement
aux mouvements transversaux et axiaux des molécules sont

1 1 1
By =gpu+py;  Bo=gpul+sps,

avec, pour l’énergie totale
’ .

1 3 R
EFE=FE, +E, = §pu2 + §P/VTav~




2.2 Quelques intégrales et expressions

Dans ce paragraphe, on rassemble certaines intégrales et formules de différentiation de tenseurs, utilisées
dans le texte principal.

2 27
/ sin? pdp = m; / cos? pdp = T,
0 0
2 2
/ sin® pdyp = 0; / cos® pdyp = 0;
0 0

2n 2w
/ sin? g cos pdyp = 0; / cos? psin pdp = 0;
0 0

Les formules de différentiation sont écrites en coordonnées cylindriques (r, ¢, z), en considérant que tous
les éléments du tenseurs sont indépendants de 1’angle ¢. En outre, dans certains cas, on suppose une
symétrie des tenseurs (voir la remarque ci-dessous).

;19 g
iT‘ Tl 3.
Vil = Lo Tt T
Vijwik — lé@r_‘_rle + 'aa_szk +($§%(T12 +T21) _ é’{ch22;

Dans la derniére expression, 7% peut étre non symétrique.

1 g 4 19 a ord 6 & 0
ij __ -~ Y Y Tll -2 _T31 DA T31 e _____T33 _ Y 22 _ 22.
VitViT ror or + ror 0z + azror + 6zT82 or T =
Dans la derniére formule, on a supposé que T = T7¢,
iy 196 0 16 0 91

vi V_Tz]m - - Tllm - T31m TBlm

T ror o +r6r 0z dzr dr +
8 0 0 22 22
= - = m __ pT22m _

8zT ar‘rrT T

(sm[iTTTIQQ + ETT,T322 + TT2T212 + TT,ET232 + T(3T212 + 2T122 + T221)]
Lior 0z or Oz ’

Dans la derniére formule, on a supposé que T%™ = T7'™ et en outre, que m # 2.

2.3 Procédure pour 1’établissement des équations de moments

L’évolution de la fonction de distribution est décrite par ’équation de Boltzmann

=+ (EV)f=7, (1)

ou J est l'intégrale de collision. Pour établir les équations de moments décrivant 1’écoulement d’un
gaz visqueux, on utilise habituellement pour la fonction f une approximation en développement sur un
petit paramétre, au voisinage de I’équilibre, puis I’équation cinétique ainsi obtenue est multipliée par des
invariants collisionnels et intégrée [11].

Pour établir les équations de moments avec déséquilibre de températures, on remplace la fonction de
distribution f par son approximation f9¢PRZ qui est un développement sur un petit paramétre (gradient
expansion) du type




fQGDRZ = frz - T(é‘v)frz-

Ici 7 est le temps de relaxation maxwellien
Y
Pav
ol le coefficient de viscosité p est su‘pposé varier avec la température moyenne u « T% . L’exposant w
dépend du potentiel d’interaction moléculaire.

Le changement formel

f — fQGDRZ
dans le terme convectif de ’équation de Boltzmann (1) conduit a I’équation approchée
af ~ - -
"6'? + (Ev)frz - (EV)T(fv)frz =J. (2)

Les équations macroscopiques s’obtiennent en prenant les moments de 1’équation (2) par intégration sur
’espace des vitesses. La procédure est identique & celle exposée dans [6].

On intégre en coordonnées cylindriques dans I’espace des vitesses

oo 2w oo
/...d{:O/O/ .

Le repére contravariant du systéme de coordonnées spatiales cylindriques est désigné par R', le systéme
de coordonnées cylindriques dans ’espace des vitesses est désigné par L’.

..cydeydepde,.

-0

On remarque que dans ce chapitre, on ne cherche pas & obtenir une forme invariante des équations sur
la base de la fonction de distribution introduite. En d’autres termes, tous les indices de tenseurs sont

supposés relatifs au systéme cylindrique de coordonnées spatiales (r, ¢, z). Par exemple ¢! = ¢- R! = ¢,,

¢® = ¢ R® = c, etc. On suppose que u? = - R? = 0, mais, d’une fagon générale, ¢ = &- R2 # 0.

Il est facile de voir que

/ fdE = / fond€ = p / ¢ fdE = / & fradé = 0 (3)

Pour les besoins des calculs futurs, on introduit le développement suivant de la dérivée scalaire

¢=¢ R = (- Li)(R LF) =

(€ L) (R -LY) + (& La)(R - L) + (¢- L) (R - L¥) = ¢ (R' - LY) + e (R - L), (4)
On écrit chaque composante

¢t = ey cos p; ¢* =cy = sing; S =c,.
r

Pour obtenir les équations en p, u,, u;, E1, F,, on intégre I’équation (2), en la multipliant par 1, £, &,
€2 /2, £2/2. Pour cela, on utilise le développement (4) et Pexpression du paragraphe (2.2).

Pour calculer les termes d’échange, moments de l'intégrale de collision
1o = 1o
S.L = jg&_Ldfa SZ = Jé’&z d€
on utilise une approximation en relaxation de I’intégrale de collision

J =(fo =)/,

ou fo est la fonction de distribution correspondant a I’équilibre & la température T}, et 7. est le temps
moyen entre collisions.




On obtient

De méme

—

—fe?2 oL
Sy :/%%d{— ! /(fo—f)(c2l+uf+2cJ_urcos<p)d£:

1 2 "_ i 21?_1_ + pz _ 1
5 [ =Nt dE= s _opy) = Lo —pu).

— 2 i
so= [P t%ag= o [t - nyet +utpié =

T. 2 27,
1 2,7 1 2p1 +p. 1
5 [ U= Dt = PP —p) = (o1~ ).

On arrive finalement au systéme d’équations suivant

dp 190
o tror

9 e+ 2 vz 4 L, + =
a p r rarrp r azp rtz arp.L_
1 ir u3+—6—7'——— u2+21—?—rr-— 2—u + —ﬁr
ror or LT Gz 0z e T Ry gr P T SR PL T G g TPy
+ ‘r—(?-u +l rr—pulu +ﬁ-— rpulu, + T—u +ir u
3z P T e T T ar PN T P T 6 Ty Pt
é_ +li u +_8_ u2+i -
atPu T oy Pt T G PN T G P
127'—1' u2u+a ius’—}--l-i u +3— 6u
ror or Lt T 9,78 T Yy a S PR Pt
W10 0 e 07O 10 8 8rd
P BT E et g g e T L T P g TR
0 19 0
’é;EL + —8rrur(EL +pL)+ E;UzEl =
16 o 0.0,y 100wl 0 8wl 10 pid
oo I T B T e P S e e YT,
0 _PL 0 10 OpL , 0 0 pL
+6 p 0z g bt b (2r6rerL3r7+6szzE p)
19 0 0rtd
o5 TS -t (Ey +PL)+azr§rur“2(EL +pL)+ Sy
e] 10
EEZ + ;ET'U,-EZ + Euz(Ez +pz) =
10 0 ,. 0 9 u2 8 u?
R P P A S R i r S I m
1o p0 30 p:0 Lo, 9p. 30  9p.
Yoo p Or Y p 0z P+ br (2r3 TP 8rp+28z pazp)
10 0 010
+;Errazu,u2(E,,+pz)+a—z;Eruruz(Ez+pz)+Sz.

1 - R - R
pL = §/c‘ifd£ =Ty pe= /c?fdf =T




1 - 1 1 - 1 1
Br= [Geira=god4p, o= [3€06= 10l 4 3.

1
S1= =S = o=(ps —pu)

Considérons les équations obtenues dans le cas ot Ty = T, = T, correspondant & p; = p, = p. Il est
évident que les équations pour p, u, et u, se transforment en équations QGD correspondantes, écrites en
géométrie rz. Si maintenant on additionne les équations pour F, et E,, en tenant comptede £, +E, = F
(E étant I’énergie totale) et de

1 -
Su+8= [ 7384 =0,

on obtient I’équation QGD pour E en géométrie rz pour ¥ = 5/3. Ainsi, & I’équilibre, les équations QGDT
se réduisent aux équations QGD pour un gaz monoatomique.




3 Equations QGDT pour un déséquilibre entre degrés de liberté
translationnels liés aux coordonnées cartésiennes

Dans ce paragraphe, on examine rapidement la généralisation des équations QGD au cas d’écoulements
caractérisés localement par des températures différentes liées & un systéme cartésien : T, # T, # Ts.
L’obtention de ce systéme est tout & fait analogue & celle décrite précédemment pour un déséquilibre en
géomeétrie rz, de méme qu’elle est analogue a celle du systéme QGDR qui prend en compte le déséquilibre
rotationnel [7]. La différence réside dans une autre forme de la fonction de distribution de base et dans
Putilisation d’un autre systéme de coordonnées.

On prend une fonction de distribution de la forme

—((§ = @) - &)* ~(€-@) &)  —((E-u)- &)
A RIMYT, ) < P Q(R/M)Tj )exe (= R,

p
fe = exp
(27 R/ M2 (T, T, T;) 112 (

Ici, ez, ey, e, constituent une base cartésienne fixe dont I’orientation détermine la fonction de distribution.
En raisonnant comme au paragraphe 2.3, on écrit I’équation approchée dans ce cas :

Y E - @D =T, )

En multipliant cette équation successivement par 1, &', £2/2, 53/2, £2/2 et en intégrant sur l’espace

des vitesses £, on peut obtenir un systéme d’équations macroscopiques dans un systéme de coordonnées
curvilignes quelconques.

%p + Vipu' = V;7V;(pu'u! + PY).

%puk + Vi(pu'uk + P*) = V7V (pul vl uF + o' PIF 4 ud P 4 ok P,

—aa—tEa + Vi(Equ' + pauaRy) = VitV (Eat’ v + uapa (W R, + u'RL) + §(ua)2P”) +

Ui i o 1o i
Pro'ir(3PY + R;Rgpa)vj% + vir’%vj(ip‘f + R RIpo) + Sa.

Ici o prend les valeurs x, y, z; Eg, By, E;, pz,py, Pz, sont des scalaires.

up = (4-€); uy = (- &y); u, = (i-€,);
Ri=(Ri-&)=¢; Ry=(Ri-&)=¢; Ri=(Ri-&)=¢;
R’ est le repére du systéme de coordonnées curvilignes arbitraire.
PY = p, R R + py Ry R}, + p. Ry R} = P!
Si ps = py = p; = p, alors P = p(R' - RI) = pg¥.
L’énergie totale est £ = E, + Ey + E,.

Les composantes de 1’énergie totale s’écrivent :

1 1 1 1 1 1
By = 5.0“2 T 5P Ey = §P“§ + 5Py B, = 5/’“3 5P

Les équations d’état sont :

R R R
pr = pHTx, py = p—MTy, p: = pHTz-

10




Pour calculer les termes d’échange, on prend, de méme, I’approximation en relaxation de ’intégrale de
collision et on trouve :

1 1 1
r = o 2_21; = — Pz 2—2 y z = 77— Pr - z)-
S, 6rc(py +p. — 2pz) Sy 6Tc(p + p: — 2py) S 6Tc(p + py — 2p:) (6)

Les expressions pour les pression et température moyennes sont
Pav = (p::: +py+pz)/3; Tov = (Tx +Ty +Tz)/3 (7)

Tout comme le systéme QGDT en coordonnées rz étudié précédemment, le présent systéme, avec dés-
équilibre translationnel suivant les coordonnées cartésiennes se réduit au systéme d’équations QGD pour
un gaz monoatomique dans le cas de I’équilibre (T, = Ty, = T3).

11




4 Calcul de jets a section rectangulaire en configuration 3D

On a effectué des calculs de jets sur la base des équations QGD, en coordonnées cartésiennes (Annexe
A). Le domaine de calcul est un cube 0 < ¢ < L,0 < y < L,0 < z < L (Fig.1, configuration A). La
section de sortie de la tuyére est disposée dans le plan yz, en £ = 0. Elle a une forme rectangulaire. Le
reste du plan & = 0 est constitué par-une paroi solide.

L’écoulement est supposé paralléle et uniforme dans la section de sortie de la tuyére et on utilise des
variables adimensionnées en introduisant des paramétres d’échelle, a savoir les paramétres de I’écoulement
dans la section de sortie de la tuyére : la masse volumique proy, la température Ty, la vitesse du

son aref = \/Y(R/M)T,es, le libre parcours moyen A..s. Les pressions sont alors réduites par prey =
YPref (R/M)Tref-

Le temps de relaxation de Maxwell peut s’exprimer en considérant des molécules de type VHS ( Variable
Hard Sphere caractérisées par g o< 7). Le modéle VHS inclut comme cas particuliers les molécules
sphéres rigides (w = 1/2) et les molécules de Maxwell (w = 1). On trouve

w-0.5 15\/-2_; p “1
307~ 2)(5 — 29) (E) P (®)

T=x
P

La méthode aux différences finies utilisée dans les calculs tridimensionnels est analogue & celle exposée
dans [8] pour les calculs bidimensionnels. On utilise un maillage 20 x 20 x 20, et des pas identiques en x,
y, 2. Le systéme d’équations est approximé par des différences centrées au deuxiéme ordre de précision
en espace et un schéma décentré au premier ordre de précision en temps. Le calcul de I’écoulement
stationnaire s’obtient par une méthode d’établissement, ce qui rend inutile une meilleure approximation
en temps.

Le pas du maillage est A = 10, la dimension du domaine de calcul est 190 x 190 x 190, la position de
la tuyére est définie par les inégalités 75 < y < 125, 35 < z < 165, de sorte que la largeur de la tuyére
est 50, et sa longueur 130. Le nombre de Knudsen, défini comme le rapport du libre parcours moyen a la
largeur de la tuyére est égal & K'n = 0.02.

Les conditions initiales sont prises comme suit : dans le prolongement de la tuyére (0 < z < 190,75 <
y < 125, 35 < 2 < 165)

p=pe=1, p=pe=1/y, T=T. =1, u =Ma, u,=u, =0,
et dans le reste du domaine
p=ping =1/2, p=piny =1/(27) =pe/2, T=Tiny =1 uz=uy=1u,=0.

Les conditions aux limites pour les différences sont déterminées sur la base d’une approximation au
premier ordre par les expressions suivantes :

Dans la section de sortie de la tuyére (z = 0,75 < y < 125, 35 < z < 165)
P=Pey, P=Pe, Up=Ma, uy=u,=0
sur le reste du domaine z = 0
OpfO0x =0, p="p/Tiny, Uz =1uy=u,=0;
sur les frontiéres latérales, supérieure et inférieure
Ouz/On = Ouy/On = 0u,/On =0, p=ping, P =DPins = DPe/2,

(ici, les dérivées 0/0n représentent les dérivées perpendiculaires a la frontiére) ;
sur la frontiére aval : “soft conditions”

Op/0x = Op/0x = Ou,/Ox = Ouy/0x = Ou,/0x = 0.
Le pas de temps est choisi par la formule

he = ah/umqas, (9)
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F1G. 2: Isobares dans un jet issu d’une fente rectangulaire (configuration A)

ol h est le pas en espace, Uma; = max(v/T + /u2 + u? +u?). Le calcul s’arréte lorsque le critére de

convergence
max(p — p)/he < ¢, (10)
ol p est la valeur de la densité dans la couche temporelle supérieure et p dans la couche inférieure. On
prend € = 1073,

Le calcul a été effectué¢ pour un gaz monoatomique : nombre de Prandtl Pr = 2/3, rapport des chaleurs
spécifiques v = 5/3. On a pris w = 1 (caractéristique de molécules de Maxwell) et Ma = 2. Les rapports
de température et de pression en sortie de jet étaient donc

Tt oy, Bl_gp

T. Pe

Le nombre de pas en temps a été de 'ordre de 10%. Sur la figure 2 on montre les courbes isobares. On
voit que les sections yz du jet montrent une “inversion” progressive : la plus grande largeur, qui était
suivant z & la sortie de la tuyére devient suivant y lorsque I’on s’en éloigne. Un tel comportement a déja

été constaté, par exemple par [15], [16] et [17].
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5 Interaction d’un jet avec une paroi paralléle & son axe, en confi-
gurations 2D et 3D

Le calcul de 'interaction d’un jet avec une paroi a été effectué sur la base des équations QGD en confi-
gurations bi- et tri-dimensionnelles (Annexe A) et sur la base des équations de Navier-Stokes (NS) en
configuration 3D, en coordonnées cartésiennes. La méthode de calcul est tout a fait analogue a celle
exposée au paragraphe précédent.

5.1 Configuration tridimensionnelle

Le domaine de calcul (Fig.1, configuration B-3D) est un parallélépipéde : 0 < z < L,,0 <y < L,,0 <
z < L,. La tuyére est placée dans le plan yz, z = 0 et présente une section carrée. En dehors de la section
de sortie de la tuyére, le plan 2 = 0 est constitué d’une paroi solide dans les limites du domaine de calcul.
Une autre paroi solide occupe le plan z = 0. Les grandeurs adimensionnelles sont introduites comme
au paragraphe précédent (les grandeurs de référence étant prises dans la section de sortie de la tuyére).
La viscosité dans les équations NS est liée au temps maxwellien de relaxation des équations QGD par
u = 7p, ou 7 se calcule par la formule (8).

On utilise un maillage spatial uniforme 16 x 12 x 12 (respectivement en x, y, z) avec un pas h = 5, de
sorte que le domaine de calcul a pour dimensions 75 x 55 x 55. La position de la tuyére est déterminée
par les inégalités 15 < y < 45, 15 < z < 45. Le nombre de Knudsen se définit comme le rapport du libre
parcours moyen & la largeur de la tuyére : Kn ~ 0.033.

Les conditions initiales sont
- dans le prolongement de la tuyére (0 < z < 75,15 <y <45, 15 < 2 < 45) :

p=pe=1, p=ps=1fy, T=Te=1, ug=DMa, uz=wu;=0,

— ailleurs

P=pinf=1/2, P=pPiny=1/(2y), T=Tuy=1 tz=u;=u; =0

Les conditions aux limites sont
- dans la section de sortie (z = 0,15 < y <45, 15 < z < 45)

P=Ppe, P=Pey Uz=Ma, uy=u,=0;
I’écoulement est paralléle et uniforme ;
— sur les parois solides (le reste du plan = 0 et la frontiére inférieure z = 0)
Op/on=0, p=7p/Tins, ts=1uy=1u,=0;
— sur les frontiéres latérales et supérieure
Oug [On = Ouy/On = Ou./On =0, p=pinf, P=Pins

(0/0n désigne la dérivée normale a la frontiére) ;

— sur la frontiére opposée au plan de la tuyére “soft conditions”
dp/0x = Op/0x = Ouy [0z = Juy/dz = du,/dz = 0.

Le pas de temps et le critére de convergence sont donnés encore respectivement par les équations (9) et
(10).

Le calcul a été effectué pour les paramétres suivants : Nombre de Mach en sortie de tuyére Ma = 2, gaz
monoatomique (Pr = 2/3, 4 = 5/3), On a pris w = 1/2 (caractéristique de molécules sphéres rigides,
i o T1?). Les rapports de température et de pression en sortie de jet étaient donc

Ty _y,  Bint _gp

T Pe
Le nombre de pas de temps jusqu’a la convergence était d’environ 7500 pour le systéme QGD et 8000
pour le systéme NS.
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5.2 Configuration bidimensionnelle

La configuration est la variante bidimensionnelle xy de celle présentée au paragraphe précédent (Fig.1,
configuration B-2D). La tuyére est disposée sur ’axe y, z = 0. Une paroi solide occupe I’axe y = 0. Le
probléme est rendu adimensionnel comme précédemment. On utilise un maillage spatial uniforme 80 x 60
(respectivement en x,y) avec un pas h = 1, de sorte que les dimensions du domaine de calcul sont 70 x 59.
La position de la tuyére est déterminée par les inégalités 19.5 < y < 40.5. Le nombre de Knudsen se
définit comme le rapport du libre parcours moyen & la largeur de la tuyére Kn = 0.05.

Les conditions initiales sont

- dans le prolongement de la tuyére (0 < ¢ < 79,19.5 < y < 40.5) :
p=pe=1 p=p=1/y, T=T.=1, u;=Ma, uy=0,
— ailleurs
P=ping =1/2, p=ping =1/(2y), T=Ting=1, uy=u,=0.
Les conditions aux limites sont
- dans la section de sortie (£ = 0,19.5 < y < 40.5)
p:pex P:pe: UI:MG, uy:O;

Pécoulement est paralléle et uniforme;

— sur les parois solides (le reste de ’axe y et la frontiére inférieure y = 0)
Op/0n =0, p=9p/Tins, Uz =1uy=1u,=0;
- sur la frontiére supérieure
Ougy/On = Ouy[On =0, p=ping, P = Piny

(0/0n désigne la dérivée normale a la frontiére) ;

- sur la frontiére opposée au plan de la tuyére “soft conditions”
dp/0z = Op/0x = Ou, /dx = Ouy/dz = 0.

Le pas de temps et le critére de convergence sont donnés encore respectivement par les équations (9) et
(10), en posant u, = 0.

Le calcul a été cfiectué pour les paramétres suivants : Nombre de Mach en sortie de tuyére Ma = 2, gaz
monoatomique (Pr = 2/3, ¥ = 5/3), On a pris encore w = 1/2 (caractéristique de molécules sphéres
rigides, pu Tl/z). Les rapports de température et de pression en sortie de jet étaient donc

7';. .
inf g, Pin _ 05
Te Pe
Le nombre de pas de temps jusqu’a la convergence était d’environ 40000.

5.3 Résultats

Sur les figures 3 et 4 on a représenté les répartitions de p (pression adimensionnée par Pref = Y Pref (R/M)Trey),
de ¢ (densité de flux thermique adimensionnée par presares) et de o (contrainte tangentielle de frottement
adimensionnée par prcs) sur la paroi inférieure. On rappelle que les grandeurs de référence pref, Treg, €t

arey sont respectivement les masse volumique, température et vitesse du son dans la section de sortie de

la tuyére. Les grandeurs de paroi sont calculées & partir des grandeurs adimensionnées par

1
7 op cr:r—a-—pu (11)

q:.P_r'y—lprﬁn;’ on

Il est facile de montrer (8], que sous les hypothéses d’adhérence & la paroi (i = 0) et de gradient normal
de pression nul p/dn = 0, les expressions de g et de o sont correctes & la fois pour les systémes QGD et
NS et correspondent aux quantités dimensionnées habituelles, respectivement (x 8T/0n) et (u du/on).
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F1G. 3: Pression, flux thermique et contrainte de frottement adimensionnels en configuration B-2D (in-
fluence du pas d’espace)

Sur la figure 3, on compare les résultats obtenus sur la base des équations QGD pour le méme probléme
2D avec des pas différents en espace. La ligne pleine correspond a des pas en x et en y deux fois plus
petits que les valeurs nominales indiquées plus haut. On voit que la convergence sur le pas du maillage
est obtenue.

Sur la figure 4, on compare les résultats obtenus sur la base des équations QGD (lignes pleines) et
NS (lignes pointillées) sur le méme probléme 3D en utilisant la méme méthode de calcul. Les résultats
correspondent a ’axe de symétrie (z = 0,y = 27.5).

Sur la figure 5 on a tracé les isobares dans le champ d’écoulement en configuration 2D.

Le probléme de départ (interaction d’un jet avec une paroi paralléle i son axe) a été étudié expéri-
mentalement dans [18], mais pour d’autres valeurs des nombres de Mach (Ma = 5.82) et de Knudsen
(Kn = 4.13 x 10~%). Néanmoins, on peut observer la correspondance qualitative des profils de pression et
de flux thermique avec ceux de [18]. Les profils de flux thermique sur les mémes figures sont aussi en accord
qualitatif avec ceux de [19] obtenus par DSMC pour des jets soniques (Ma = 1, Kn = 2x 1074 =3 x 1073).
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FIG. 4: Pression, flux thermique et contrainte de frottement adimensionnels en configuration B-3D (com-
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F1G. 5: Isobares dans le plan de symétrie de la configuration 2D
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6 Probléme de l’'interaction de deux jets en configuration bidi-
mensionnelle avec déséquilibre rotationnel

Le calcul de I'interaction de deux jets paralléles et identiques a été effectué sur la base des équations
QGDR en configuration 2D dans une configuration géométrique qui correspond aux expériences de [20].
Les équations QGDR, dont I’établissement peut étre trouvé dans [14] sont rappelées dans I’annexe B.

Le domaine de calcul est un rectangle (Fig.1, configuration C). On utilise des grandeurs sans dimension
en introduisant des grandeurs de référence (paramétres du gaz dans la section de sortie des tuyéres) : la
masse volumique pyes, la température de translation Try, la vitesse du son @,y = \/¥(R/M)Trey, le libre
parcours moyen Ar.;. Le temps de relaxation Maxwellien se calcule par I’équation 8, mais en considérant
ict la température de translation. En supposant que les molécules sont de type VHS (1 « T%), on a

w=0.5 15v2n (Pt)w 1

20— 2)(5—-20) \p /) Pt

T=7

Le temps de relaxation rotationnel qui intervient dans les termes d’échange des équations QGDR se
calcule comme 7. = Z7,, out 7. est le temps moyen entre collisions

T = 7/Q(w), Q(w) = 30/((7 — 2w) - (5 — 2w)), (12)

Z est le nombre de collisions caractéristique de la relaxation rotationnelle. Pour de ’azote, on prend
icl Z = 5. Mais on peut trouver dans la littérature des expressions de Z qui prennent en compte une
dépendence de la température [11], {21]. Enfin, on prend w = 0.75.

La méthode aux différences finies est analogue a celle des calculs précédents, & part que ’on a introduit
ici une viscosité artificielle (comme dans [8], & savoir 7 = T + Bhmin/2/T; dans certains termes, hAmin
est le pas minimal en espace, § = 0.2). On utilise un maillage spatial 120 x 30 (respectivement en x,y).
Pour 0 < j < 20, le maillage est uniforme en x et y avec un pas h = 10, (j est I'indice du maillage en y).
Pour j > 20 le pas en y augmente en progression géométrique de raison 1.1. Le coin en bas & gauche du
domaine de calcul correspond aux coordonnées (0, —h/2)), les dimensions de celui-ci sont 1190 x 349.374.
La position de la tuyére est déterminée par £ = 0,150 < y < 180. Le nombre de Knudsen, est défini
comme le rapport du libre parcours moyen a la largeur de la tuyére Kn =~ 0.033.

Les conditions initiales sont
— dans le prolongement de la tuyére (0 < = < 1190, 150 < y < 180) :

p=pe=1, pt:pr:pezl/'ﬁ Th=T.=T. =1, uy =Ma, uy:01
— ailleurs
P =pPing =0.01pe, pt=pr =piny =001p,, Ti =T, =Ting=Te =1, uz=1uy;=0.

Par analogie avec p;, on a posé p, = nk7,.

Les conditions aux limites sont

— dans la section de sortie
P=Pe, DPt=pPr=Dpe, Us=Ma, uy=0;

I’écoulement est paralléle et uniforme

— sur les parois solides (le reste de I’axe y)
Twau =1.47Te Ope/On =0, pr=pi, p=7P/Twan, Uz =uy=0;
— sur la frontiére supérieure et celle opposée au plan de la tuyére : “soft conditions”
Op/On = 8p,/On = Op,/On = Ou,/Or = Ou, [0z = 0.

(8/0n désigne la dérivée normale a la frontiére) ;

— sur la frontiére inférieure, on introduit des conditions de symétrie, ce qui permet de simuler 'inter-
action entre les jets par une réflexion sur un plan de symeétrie, placé en y = 0.
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Au dela de l'instant initial, la pression du gaz extérieur n’intervient pas dans les conditions aux limites
et on simule donc une détente dans le vide.

Le pas de temps se calcule par la formule
he = ahgnin/uma:cy

Ol Umar = max(max(v/T;, VT;) + y/u2 + u2)). Le critére de convergence était analogue  1’Eq.(10), avec
£=6.28-10"°.

Le calcul a été effectué pour les paramétres suivants : Nombre de Mach en sortie de tuyére Ma = 4.22,
gaz diatomique simulant I’azote (Pr = 14/19, v = 7/5, w = 0.75). On a pris a = 0.002 et § = 0.2. Le
nombre de pas de temps jusqu’a la convergence était de ’ordre de 18200.

Sur les figures 6-10, on a tracé respectivement les lignes d’égale densité, température translationnelle,
température rotationnelle, composantes axiale (x) et transversale (y) de la vitesse. Sur la figure 11 on
a tracé le champ du vecteur flux de masse et quelques lignes de courant. Le vecteur flux de masse j se
confond avec pi&i dans le cas d’une fonction de distribution isotrope. Dans le cadre de la modélisation
QGD, il a pour composantes, d’aprés [22]

o 8, 8

o = ep—To (pup +pr) = "5y (pusuy)
. 5} ]

Jy = uyp = T (psty) — T%(Puz +p).

En se reportant par exemple 4 ’annexe B, on voit que cette expression du flux massique permet d’écrire
I’équation de continuité sous une forme dont la signification physique est plus apparente :

o 0. 0.,
6tp 6:6]Jc Gny_

Sur la figure 12 on a tracé la répartition du flux thermique adimensionné comme précédemment

a 5pt + 2pr
= Prolrpp———=
q T TPpt 9z 2

le long de la paroi solide (¢ = h/2) entre les deux tuyéres. La coordonnée y est réduite par la distance
entre la tuyére et ’axe de symétrie. L’expression de ¢ est obtenue en sommant les termes de conduction
dans la direction x présents respectivement dans les équations de conservation de I’énergie translationnelle
et rotationnelle. On vérifie que lorsque T; = T, (d’ou p; = p,), on retrouve P’expression 11.

L’allure de la distribution de flux thermique est qualitativement semblable & celle obtenue expérimenta-
lement [20], & savoir qu’elle présente un minimum dans le plan de symétrie (Fig.11). Cette observation
est cohérente avec I’absence de point d’arrét sur la paroi : il n’y a pas d’écoulement de retour, u; reste
positif (Fig.9). De méme, la distribution de densité est qualitativement semblable & celle de 'expérience

(Fig.6).

Le probléme de l'interaction de deux jets a été traité dans [23] en configuration 3D par la méthode DSMC
pour de ’Argon dans les conditions Ma, =~ 2 et Kn, ~ 4 x 107, Elle a conduit & des distributions de
densité en accord qualitatif avec celle du présent travail.
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14 Two jets Ma=4.22 QGDR 2D
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Fi1c. 12: Distribution du flux thermique & la paroi en configuration C
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7 Jet plan en déséquilibre translationnel

Tous les calculs précédents supposent 1’équilibre translationnel. Pour illustrer les limites de ces calculs
et montrer la possibilité de prendre en compte le déséquilibre translationel, on a utilisé les équations
QGDT dans la forme de I’annexe C pour calculer un jet bidimensionnel issu d’une fente de hauteur d
(Fig.1, configuration D). Les conditions de 1’écoulement étaient les mémes que celles du calcul DSMC
présenté dans [24] : Les nombres de Mach et de Knudsen (Kn = A..s/d) sont respectivement égaux
42 et 0.1. Comme précédemment, A,.; est le libre parcours moyen en sortie de tuyére. Le gaz est un
gaz monoatomique de sphéres rigides. Les grandeurs sans dimension sont introduites comme dans les
paragraphes précédents. Le temps de relaxation Maxwellien se calcule & partir des grandeurs moyennes
(Eqs.7) en utilisant I’équation 8. Le temps de relaxation 7. qui intervient dans les termes d’échange des
équations QGDT et qui a été supposé égal au temps moyen entre collisions se relie 3 par 'équation 12.
On peut montrer [25] que la prise en compte de I’anisotropie de la fonction de distribution a une influence
trés faible sur les temps de relaxation, ce qui justifie ici I'usage des températures moyennes dans le calcul
de 7 et 7.

Un maillage uniforme rectangulaire avec hy = hy = 0.5 et N, = 91, Ny = 41 a été utilisé. L’algorithme
de calcul est analogue 4 celui des chapitres précédents et on peut trouver des détails dans les références

(8],[10], [6].
Les conditions aux limites s’écrivent

— section de sortie de la tuyére (z = 0)
uze = Ma, uye = 0, pe = 1,

Tee = ye = ze:Tezla pze:pye:pze:pe:1/7;

plan de symétrie (y = 0)
Ouy [0y =0, uy=0, O8p,/0y=0p,/8y=20p,/0y=0, 0T /0y = 8T, /dy = 8T, |y = 0;
- frontiéres gauche (z = 0, ailleurs que dans la sortie de tuyére) et droite (aval) (soft conditions)
Ouz[/8z = Ouy [0z =0, Op,/0z =0dp,/dz =0p,/0z =0, OT,/0z = 0T,/0x = 8T, /dz = 0.
— frontiére supérieure (latérale) (soft conditions)
Ouz [0y = Ouy [0y =0, Op./0y = dp,/dy = Op./dy =0, 0T; /0y = 0T, /dy = 0T, /dy = 0.
Pour assurer la cohérence avec le probléme traité par DSMC, une attention particuliére a été apportée

aux conditions aux limites.

Les conditions aux limites du calcul DSMC sont imposées en termes de flux moléculaire entrant dans le
domaine de calcul et de fonctions de distribution pour les molécules entrantes. Sur les frontiéres libres
(c-a-d autres que la sortie de la tuyére), I’écoulement macroscopique est sortant et on a considéré que le
nombre de Mach était suffisamment élevé pour que le flux moléculaire entrant soit pris égal A zéro.

La formulation des conditions aux limites du calcul QGD a été adaptée pour imposer aussi un flux
moléculaire entrant nul sur les frontiéres libres. D’une fagon générale, les grandeurs macroscopiques qui
interviennent dans les équations QGD sont reliées aux grandeurs moléculaires par des intégrales sur
Pensemble de ’espace des vitesses. Dans le présent cas, on limite les intégrales au domaine de I’espace
des vitesses qui assure la sortie des molécules et interdit leur entrée. Par exemple, sur la frontiére droite
du domaine, les intégrales seront du type

/_Z de, /_Z dz, /Ooo ...... de.. (13)
~ d¢, ” dé, o dé; 1 ” de, ” dé, . dé,. (14)
—00 -~ o0 —00 -0 0 -0

Ces intégrales “incomplétes” peuvent s’exprimer en fonction des intégrales “complétes” usuelles. Dans ’ex-
pression des conditions aux limites indiquées plus haut, on remplace donc les grandeurs macroscopiques
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FiG. 13: Evolution des paramétres de I’écoule- F16. 14: Evolution des températures dans
ment le long de ’axe du jet en configuration D chaque direction le long de Paxe du jet en confi-
(jet bidimensionnel, QGDT et DSMC) guration D (jet bidimensionnel, QGDT)

“cla.ssiqueé” (correspondant & des intégrales sur ’ensemble de I’espace des vitessses) par des expressions
analytiques correspondant aux intégrales “incomplétes”. Dans ’annexe D on expose I’ensemble des sub-
stitutions qui doivent s’appliquer pour expression des conditions aux limites aux frontiéres droite et
gauche. Des expressions analogues doivent étre employées pour la frontiére supérieure, en échangeant les
variables z et y.

L’évolution de la densité, de la vitesse et de la température moyenne obtenue par les équations QGDT
est cohérente avec celle obtenue par DSMC, dans la région proche de la tuyére, c’est-a-dire 13 ou les
collisions sont suffisantes pour maintenir une situation de proche équilibre thermodynamique Fig.13.
Malheureusement, I’évolution des températures Ty, T, 7, obtenue par DSMC n’était pas disponible
pour ces conditions. Cependant les résultats obtenus par les équations QGDT (Fig.14) sont en accord
qualitatif avec ceux obtenus pour Kn = 0.25 par DSMC.

Les champs d’écoulement obtenus par DSMC et QGDT sont présentés sur les figures suivantes. Les plus
grandes différences sont observées dans les zones trés raréfiées au dessus de la tuyére et prés de la frontiére
droite :

- Figs.15-16 : champs de densité.
- Figs.17-18 : champs de u;.

- Figs.19-20 : champs de la composante z du flux massique j,. La comparaison ne peut étre ici que
qualitative car le flux massique réel n’a pas été enregistré lors des calculs DSMC. Sur la figure 19,
Jz est estimé comme j; = u.p, alors que pour les résultats QGDT, il se calcule comme

. 0 0
Jr = Usp — Tg;(fn@ + pe) — T%(Puruy)~

Notons qu’en utilisant une expression analogue pour j, (en échangeant z et y), ’équation de conti-
nuité de 'annexe C retrouve encore une forme dont la signification physique est claire

9,,9. .9, _
ot T 97T T Gyt T

~ Figs.21-22 : champs du vecteur flux massique j et lignes de courant correspondantes.

- Figs.23 : A titre indicatif, on a représenté les isolignes du libre parcours moyen local A adimensionné
par la largeur d de la tuyére. Cette grandeur n’est pas la plus représentative du degré de déséquilibre
de P'écoulement, mais on voit que ce nombre sans dimension augmente considérablement dans le
Jjet, ce qui est cohérent avec 'important déséquilibre translationnel constaté sur la Fig.14.
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F1G. 15: Champ de densité en configuration D (DSMC)
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Fi1G. 16: Champ de densité en configuration D (QGDT)
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F1G. 17: Champ de la composante axiale de vitesse en configuration D (DSMC)
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Fi1g. 18: Champ de la composante axiale de vitesse en configuration D (QGDT)




1 2 3 4 5 6 7 8 9 A
0.05 0.15 0.25 0.35 0.45 0.55 0.65 0.75 0.85 0.95

2.0
yid | 1
1.5} T
i 2
1.0+

_/%3\
==

F1G. 19: Champ de la composante axiale j; du flux de masse en configuration D (DSMC)
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F1G. 20: Champ de la composante axiale j; du flux de masse en configuration D (QGDT)
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F1G. 21: Champ du vecteur flux de masse j en configuration D (DSMCQ)

F1G. 22: Champ du vecteur flux de masse j en configuration D (QGDT)
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FiG. 23: Champ du libre parcours moyen réduit A/d en configuration D (DSMC)
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8 Conclusion

On a établi une généralisation des équations QGD prenant en compte le déséquilibre translationnel
(QGDT). Les équations obtenues ont été adaptées a des coordonnées cylindriques.

Les équations QGDT peuvent étre utilisées pour mettre en évidence les zones de déséquilibre translation-
nel, ce qui, associé & un critére de déséquilibre, permet de délimiter les zones d’un écoulement accessibles

par une approche continue.

On a démontré la faisabilité de calculs de jets sous-détendus sur la base des équations QGD et de leurs
généralisations a des situations de déséquilibre translationnel (QGDT) ou rotationnel (QGDR). On a
considéré des gaz mono- et diatomiques, des configurations 2D et 3D et et des nombres de Mach en sortie
de tuyére représentatifs de conditions rencontrées dans des applications réelles. Toutefois, les nombres de
Knudsen considérés ici sont en général trop grands pour étre représentatifs.

Le calcul de configurations réelles tridimensionnelles est maintenant envisageable en mettant en ceuvre
des ressources de calcul plus importantes.
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A Systéme d’équations QGD en coordonnées cartésiennes xyz

6/) 8p1‘ 6,03/ azpz—

910 i )+ 2 L (puany) + o D () +
Bz 9z PUe TP ¥ T gy Pusty) ¥ 5T g, (PUat:

909 pugus) + 2r Lo 4 p) 4 L L pugun) +
By Bz P UE) T G Ty Wy TR T 5 T Py

9+ (o) + 2or L o) + v L pu? 4 ).
82 o Pute) T T Puaty) + 5 T, (ous +p

) o, ) )

5Pl t é—;(pux +p)+ Byl t 5, Pusts =

6_ ai(lm + 3uzp) + aax 86 (/’“azcuy + uyp) + %T%(Puzu/z +u.p) +
Jg 0 g 0 6 0

3y 5~(pu uy + uyp) + - 3y 3y 5-(pujus + uzp) + 5y 52 = (puzuyu.) +

5}

0z

O (puzus +up) + 2or L 22
T oe —(puzu, + u;p 3 5 puxuyuz)+6z7'az puiug 4 ugp).

£u+iUU+—a—( 2+)+2 uy =
atFty T g Puty T Gy \Puy TP Pty =

909 (puuy + ugp) + 2t (ot + uap) + w2 )+
9z Oz Puz Uy yp) + 9z Oy Pur UgP oz Oz PUsUyU,

i7'i(uu +uzp) +
Oy oz Plytle T HaP

S e pustigs) + AT S (st ) oo A (g + )
9z oz FUetvta) T 5, Jy Plztly T WaP) T 5 TG, Phatly T UyP)-

0 0 a 0
3 6 (pu + Suyp) + 3 3 (puzu + u,p) +

gu—}-iuu—f-—(Z u+£(u2+)—
aiPY: T gy Plete 3ypuyz g, P TP =

9 6(uu+u )+ 0 a( uu)+ir—a—( 24 ugp) +
dr og Fhats T HPI T G TG eyt ) T 5 Ty Psts T UaP
900 ) + LD g, + wp) + e (puyu® + ugp) +
by 9z PUetut) T Gy Ty Pt T WP T G T Py s T UyP
9. 0, 2 9. 90, = 9 0. s
8zT6:L' (pusug + ugp) + aZray(puzuy + uyp) + 32T8z (pus + 3u,p).
o] ] 0 5]
EZE'*‘ ax(E“r +pus) + 6_(Euy + puy) + 5(Euz +pu;) =
6 9 1 a o
6_9: %2 —((E + 2p)u? +2p(u +u +u?)) + ar%((E—F?p)u,,uy)-*-
8 0 0
6_1' 97 = ((E + 2p)uzu,) + (9 8 —((E + 2p)uyus) +
8 o0 8 8
G_y_ay((E+2p)u + 2P(u +U + u; ))+6—y7'5((E+2p)uyuz)+
& g 0 b & 1
575 (B + )+ Sor (B 4 2p)ucy) + o2 (B +29)u? + a0l + 0 4 02) +
_ 0 0 p 9] dp 0O 0p Yy 0 pd s) P 3] 0 P g
P O A ! (5 8= R
r y-1 oz " sz ay 6yp+6z 6zp] 7—1(5:1:Tp81:p Oy pay 9z paz

E=

N

(u? + u? +u)—{——1
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B Systéme d’équations QGDR en coordonnées cartésiennes xy

2-f——a—u+£u aa(u+)8auu+

E7'11114—‘{-27'-—6—(u2+)
By 0z T By oy My TR

9 a, , %, o 0
Frid + a‘(ﬂuz +pe) + é—puyu, = 52 9z = (pud + Buzp:) +

a9 I 9,
(pu uy+uypt) a a (pu uy+uypt)+ 6y 6y(puyu$+u1'pt)'

—_—T —

Oz dy

—u+—?—uu+—a—(u2+ )——ra(u + uyp:) +
arP T g P T Gy P TR T G T g Pty T P

g 0 g 0 g 0
(puxu§+uxm)+@ra—z(pugfux+uzpt) 9" oy ~—(pu + Buypy).

—_—T

Oz Oy

0 0 0 i} 1
aEt"I' b—xuz(E:-f'Pz)'i" %uy(Et'f“pt) Bz 3 ((Et+2pt)u + 2Pt(u +u ))+
a o0 0 0 g 0 1
T 5= ugty(Er + 2p) + 5y 9z -uytuz(Er + 2p) + 3y 9y - ((Be + 2pe)ul + 2Pt(u +ug)) +

or dy
W58 Om 0 Oy 50 pd O pd
br 29z axp +3 Yoy p] 2(61'Tp Oz t+5yrp 6ypt)+st
0 0 0 é , 2
5Er+6_zuxEr+ 3 uyEp = 3 Ta—ur r+6:cT3 uzuy B, + 3 Ta uy11,¢Er+(9 1'6 uyE,-{-

3} pr 0O Bpr A p,(? d pr 0

3 p(u? +u2) 3
(pr —pt); Sr= -5t Et=—2y‘)‘+%§

"~ T,
y=T7/5, Pr=14/19, p =p(R/M)T:, p, = p(R/M)T.

E, =p,.
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C Systéme d’équations QGDT en coordonnées cartésiennes xy

9 +iu +£u "?—Ti( ul + )+£T—~(uu)+
6p 6pl' 6ypy—ax6xpx Pz axaypl'y

-6—7'—?—( Uy U )+£7‘£( ul + py)
6y0zpyz 8y3ypy Pyl

2u+i(uz+ )+g—uu—iri(u3+3 )+
arfte T gy Pz T P2) T G Pyt = T g PUs T OUaPs

i7‘£( uluy + uyps) + 9 a(uu +u )+——Ti( uZug + uspy)
oz p y yPz a 6 P y yPz 8y By pUy Uz zPy

d 0, 4 0 0 9
Tl + ] + 6_(P“y +py) = %Ta—x(/’uzuy + uyps) +
o 0 J 9 8 0
6_(P“ru2 + uzpy) + 8 8 (/’“ U + Uuspy) + 3 3 (P“ + 3uypy),

—T

oz

0 a 0 0 9 , 5
EEI + a—xur(Ex +ps)+ %Ezuy = %Ta—xux(Ex + §px) +
9 —(E¢ u +

9 o 9 9 5
3z gy et (Be +p:) + 5T )+ 5575y
0.3 Op 01 8p

2u:tpy) +

pr 03 6[),;61
T 522 T 5y, 92

— Uyt (E

¢+ D
0
6_2? py+Sz:

P3P 5a 5t By 2" 5y 5
0 0 s 0 0 1
§Ey + %Eyux + a_yuy(Ey +py) = 52 Bn —(Eyul + 2uy1’r) +
d 5

g 0 g 0 0
oz 8 - usy(Ey + py) + ayT'a—“xuy(E y tpy) + ('3 3 (E +2py)
1 o 5] 3 0 0 01 e]

Py Py] ___Py +_&@igy+sy

el
[8:t bla *dz p 6y 2 ”a yp Oz p(?x? Jy

0 0 g 0 _0 9 g 4
5El+ 3 Eu, + 3 E uy = 6_T8_r(EzuI)+5;T8_y(Ezuruy)+

0.9 o -1 9 1 4 Pz g 1 d p.
(E,uyug) + yr—(E LU )+Pr [8 TP . +5§T§py%7]

Ici, u; et uy sont les composantes du vecteur vitesse. Les composantes de 1’énergie totale sont

2 2
puy l " l ——l
) +2Pz, Ey— 2 +2py, E, = 2pz~

E, =

Les termes d’échange s’écrivent comme dans I’Equation 6
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D Transformation de certaines expressions i utiliser aux fron-
tiéres libres

Cette annexe donne le détail des substitutions & effectuer dans ’expression des conditions aux limites
aux frontiéres libres du domaine de calcul, pour le probléme traité au paragraphe 7. L’écriture A — B
signifie que B doit étre substitué a A. La forme des conditions aux limites est telle que la différence entre
les expressions originales et les expressions substituées s’annule & la frontiére et la substitution devient
inutile. On ne donne ici que les substitutions nécessaires.

Dans P’équation de continuité :

Puy — % (u,F(—ﬁ) iO.S\/?%Txe‘p2) =1, Puzty — uy x 1.

Dans 1’équation en pu, :

R R 2
pul + py — % ((ui + o) F(=0) + 1.5u1\/2——M~Txe"" ) =T, uy(pul +ps) = uy x I,

Dans I’équation en puy :

R
PuzUy — Uy x Iy, uz(pufj + py) — (u + —M-T ) x I.

Dans 1’équation en E,

u:c(Ea: +P:c) -

P
v M M

Uztiy(Ey + pe) = ty x I3,

(0.5u,(u§ + 3R 1) F(=p) £ 0.5p(3.5u2 + RT}) 2£Txe‘ﬁ2) =T,

Dans I’équation en E,,

Ty) X Il.

R» R
uz By — 0.5(ul + ) XTI usuy(By +py) o 0.5uy(ul + 34

Dans ’équation en E, :

R
E, bH—
u =0 M

lei, B = ug/1/2(R/M)T; et F(B) est une fonction définie, pour une frontiére droite, comme

L[ e [0B/EQ+R(A]), B30
F(‘ﬁ)‘/_pe ‘”‘{ow(l— s(1]), A<,

. R
T, x 11, Upliy fr, — O.SuymTz x 1.

ou ® est la fonction d’erreur

Pour une frontiére gauche, on prend

_ [P e, 05/m(1- ), 820
F(‘m‘/_we dt_{05\f(1+¢>( 5. B<o.

Dans les intégrales Z;, Z, et Zz, on prend respectivement les signes + et - pour les frontiéres droite et
gauche.
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