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АННОТАЦИЯ 

В работе приводятся результаты численного моделирования колебаний сжиженного газа в 
грузовом танке газовоза мембранного типа при его соударении с ледовой препятствием. Основ-
ная цель настоящей работы состоит в разработке метода моделирования колебательных дви-
жений жидкости на основе двухмерных реугляризованных уравнениях мелкой воды. Для 
настройки параметров численного алгоритма использовалось одномерное приближение. Расчё-
ты были выполнены для 10% заполнения бака с учётом формы его дна для случая направления 
скорости судна вдоль плоскости симметрии бака и под углом к ней. Полученные картины тече-
ния и распределение нагрузок на стенки танка как качественно, так и количественно хорошо со-
гласуются с результатами расчетов по модели движения вязкой жидкости, в основе которой ле-
жат уравнения Рейнольдса, дополненные стандартной  моделью турбулентности, и метод 
Volume of Fluid (VoF), позволяющий эффективно отслеживать поверхность раздела сжиженный 
газ – газ. 

Ключевые слова: регуляризация, уравнения мелкой воды, колебания в топливных баках, 
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ABSTRACTS 

In the current work the results of numerical simulation for oscillations of liquefied gas in the cargo 
tanks of the membrane type Liquefied Natural Gas (LNG) carrier due to impact interaction with the ice 
barrier are presented. The main goal of the present study is development the new method for simulati-
on of the oscillating flow based on the two-dimensional regularizated Shallow-Water equations. The 
one-dimension approach is applied to setting the parameters of the numerical algorithm. The calcula-
tions performed for 10% filling of the tank. The obtained flow patterns and hydrodynamic pressure 
loads on the tank walls either qualitative or quantitatively good agree with the results of another simula-
tions. The last were obtained using the Unsteady Reynolds Averaged Navier-Stokes equations 
(URANS), which coupled by standard  turbulence model, and Volume of Fluid method (VoF). 
VoF allows to predict the interface between liquefied-gas and gas correctly. 

Key words: regularization, shallow-water equation, sloshing. 
 
 
 

Введение 

Россия является одним из ведущих современ-
ных экспортеров нефти и газа. Важнейшим аспек-
том экспорта, наряду с непосредственно добычей 
топлива, является его транспортировка, которая 
осуществляется самым экономичным способом до-
ставки груза - морским путем. При этом газ сжижа-
ется и закачивается в специальный топливный танк 
(рис. 1 и 2). Большинство месторождений находит-
ся за полярным кругом или в непосредственной 
близости от него, что определяет дополнительные 
сложности для транспортировки топлива. Поэтому 
суда-газовозы, работающие в арктических услови-
ях, должны иметь ледовый класс, чтобы иметь воз-
можность расчищать себе путь. При столкновении 
со льдиной жидкость в танке приходит в движение, 
и это движение может вызвать не только повре-
ждения, но и разрушение стенки бака. Поэтому 
своевременной и важной является задача расчета 
колебаний жидкости в танках газовоза, их каче-
ственное описание и количественный расчет пре-
дельных нагрузок на стенки танка, вызванных 
сложными маневрами судна [1,2,3]. 

Согласно условиям технической безопасно-
сти, учитывающим конструкцию баков и толщину 
его стенок, транспортировка сжиженных газов до-
пустима при заполнении бака меньше 15% и при 
его заполнении больше 75%. В первом случае 
помимо полных уравнений Навье-Стокса расчет 
возможен и с помощью двумерных уравнений 
мелкой воды [4]. Последнее позволяет суще-
ственно сократить времена счета, которые в этом 
случае составляют менее часа на персональном 
компьютере. 

 

 
Рис. 1. Транспортировка газа морским путём 

 
Рис. 2. Внутренний вид топливного бака 

В данной работе рамках приближения мелкой 
воды проведено численное моделирование коле-
баний топлива в танке газовоза при его остановке 
после столкновения со льдиной. Расчеты выпол-
нены для 10% заполнения бака с учетом формы 
его дна для случая направления скорости судна 
вдоль плоскости симметрии бака и под углом к 
ней. Получены картины течения и вычислены 
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распределения нагрузки на стенки бака. Прове-
дено сопоставление расчета с данными, полу-
ченными при моделировании симметричного те-
чения в приближении одномерных уравнений 
мелкой воды и в рамках трехмерных осреднен-
ных уравнений Навье-Стокса. 

1. Результаты численного 
моделирования 

1.1. Основные параметры задачи 

Расчётной областью является ёмкость танка 
со следующими размерами: длина - 33.6 м, ши-
рина - 29.8 м, высота – 23 м. Внешний вид ёмко-
сти показан на рис. 2. Выберем неинерциальную 
систему координат, связанную с самим баком. В 
этой системе направим ось Х вдоль движения 
судна, ось Z - противоположно ускорению сво-
бодного падения g , и ось Y - перпендикулярно 

осям Х и Z (рис. 3). 
 

 
Рис. 3. Система координат 

 
Рис. 4. Вертикальное сечение танк 
и обозначение реперных точек 

На рис. 4 изображён поперечный срез ёмкости 
танка. В нижней части функция рельефа дна вы-
глядит следующим образом: 
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Размеры приведены в метрах. 
Обозначим момент столкновения судна со 

льдиной 0t . В этот начальный момент време-
ни полагаем уровень жидкости 

46.1),(),(),(  yxhyxbyxH  м, что соот-

ветствует 10% заполнению бака. Здесь h  – вы-
сота уровня жидкости над профилем дна. 

Изменения во времени скорости движения 
судна-газовоза при его соударении с ледовым 
препятствием описываются полиномами шестой 
степени (рис. 5). Из графиков наглядно видно, что 
для всех трёх вариантов остановка судна проис-
ходит за время порядка 1 сек. 

 
Рис. 5. Законы торможения судна-газовоза 

при его соударением с ледовым препятствием 

Поведение жидкости в баке при внезапном 
торможении судна будем рассматривать в не-
инерциальной системе координат с помощью 

введения внешней силы ),( yx fff 


, которая 

вычисляется на основе известного закона изме-
нения скорости (рис. 5): 
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С практической точки зрения интерес пред-

ставляет величина нагрузки на стенки бака в 

процессе остановки судна. Давление в баке P  

вычисляется как ),(),( txghPtxP atm  , где 

700  кг/м3 – плотность жидкости, atmP  атмо-

сферное давление, включая давление паров 
жидкости. 
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1.2. Уравнения гидродинамики в приближении 
мелкой воды 

Данная задача может быть решена в рамках 
уравнений гидродинамики вязкой несжимаемой 
жидкости, записанных в приближении мелкой во-
ды. В декартовой системе координат уравнения 
мелкой воды имеют следующий вид: 
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где ),,( tyxh  - высота жидкости над уровнем дна, 

),,( tyxux  и ),,( tyxuy  - компоненты скорости 

течения, ),,( tyxfx  и ),,( tyxf y  - составляющие 

внешней силы, ),( yxb  - рельеф дна, g  - уско-

рение силы тяжести,   - коэффициент трения, 

задаваемый из эмпирических соображений. Схе-
ма течения и обозначения приведены на рис. 6. 

 

 
Рис. 6. Переменные уравнений мелкой воды 

В начальный момент времени полагаем, что 
жидкость в танке неподвижна 0u . Величина 
уровня жидкости известна и определяется из со-
отношения 46.1),(),(),(  yxhyxbyxH  м, 

что соответствует 10% заполнению бака. В каче-
стве граничных условий используем условия не-

протекания со скольжением для скорости и отра-
жения для величины h : 
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Здесь обозначено n  - направление, перпен-

дикулярное к границе области,   - направление 
по касательной к границе области. 

При колебаниях жидкости в баке могут обра-
зовываться зоны течения, в которых высота жид-
кости обращается в ноль - так называемые зоны 
сухого дна. Для описания течения с учётом таких 
зон с подвижной границей используется специ-
альный алгоритм, позволяющий отслеживать 
границу с областями сухого дна. 

2. Построение численного решения 

2.1. Регуляризованные уравнения мелкой воды 

Для численного решения уравнений мелкой 
воды будем использовать регуляризованный вид 
этих уравнений, который получается путём 
усреднения уравнений мелкой воды по некоторо-
му малому промежутку времени [5]. Система ре-
гуляризованных уравнений мелкой воды (РУМВ) 
имеет вид: 
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где использованы обозначения 
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При 0  система уравнений (4) - (6) пере-

ходит в систему уравнений мелкой воды (3). При 
проведении численных расчётов слагаемые с ко-
эффициентом   рассматриваются как регуляри-
зирующие добавки, обеспечивающие точность и 
устойчивость численного решения. Примеры 
применения указанного алгоритма к широкому 
кругу течений в приближении мелкой воды изло-
жены, например, в [5,6,7,8]. 

2.2. Разностная аппроксимация 
регуляризованных уравнений мелкой воды 

Для численного решения регуляризованных 
уравнений мелкой воды будем использовать яв-
ную по времени разностную схему с аппроксима-
цией всех пространственных производных цен-
тральными разностями [9]. Значения искомых пе-
ременных ),,( tyxh  и ),,( tyxu  отнесены к уз-

лам пространственной сетки. Устойчивость чис-
ленного алгоритма обеспечивается слагаемыми с 
коэффициентом  , величина которого связыва-

ется с шагами пространственной сетки x  и y  

и вычисляется в виде: 
 

,
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  ),,( tyxghc   (7) 

 
где c  - скорость распространения малых возму-
щений, рассчитанная в приближении модели 
мелкой воды, 10   численный коэффици-
ент, выбираемый из условий точности и устойчи-
вости счета. Шаг по времени выбирается в соот-
ветствии с условием Куранта, которое для дан-
ной задачи имеет вид: 

 

max2c
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Здесь число Куранта 10    зависит от ве-

личины параметра регуляризации   в виде 

)(   и подбирается в процессе вычисле-

ний для обеспечения монотонности численного 
решения. В расчётах использовались равномер-
ные пространственные сетки. 

Существенной особенностью задачи является 
существование подвижной границы между обла-
стью, занятой жидкостью, и зонами сухого дна, 
конфигурация которых меняется во времени. По-
следнее усложняет вычислительный процесс и 
делает его менее устойчивым. Численный алго-
ритм для расчёта движения зоны сухого дна для 
регуляризованных уравнений мелкой воды был 
предложен в [6] и имеет следующий вид: если в 
процессе расчёта оказывается, что ),( yxh , 

то полагаем 0),( yxu  и 0 . Величина па-

раметра отсечения   связывается с величиной 
наклона дна соотношением 
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Аппроксимация условия (9) для двумерных 

уравнений строится следующим образом: 

 1,11,,1,, ,,,max   jijijijiji k  

где 1,1,,1,1,   jijijijiji bbbb . 

Значение коэффициента 10  k  и, соот-
ветственно, предельного уровня отсечки  , под-
бирается в процессе вычислений из соображений 
разумной точности описания зон сухого дна. 

2.3. Регуляризованные уравнения мелкой воды 

Разностный алгоритм решения задачи вклю-
чает в себя несколько настроечных параметров - 
это размер шагов по пространству x  и y , шаг 

по времени t , который определяется числом 

Куранта  , параметр регуляризации  , и вели-

чины для расчёта движения границы области су-
хого дна - параметр отсечения   или коэффици-

ент k , связанный с наклоном дна. Все эти вели-
чины определяют точность и трудоёмкость чис-
ленного решения. 

Оптимальное значение пространственного 
шага обусловлено выбором между быстротой 
решения, его точностью и устойчивостью расчё-
та, поскольку уменьшение шага по пространству 
требует пропорционального уменьшения шага по 
времени. 

Предварительная настройка параметров раз-
ностного алгоритма была выполнена при числен-
ном моделировании данной задачи в одномерном 
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приближении, когда решение рассчитывалось 
только в плоскости симметрии резервуара без 
учёта наклона дна [8]. Для двумерного расчёта 
потребовалась дополнительная калибровка по-
лученных ранее значений с учётом наклона дна 
бака, то есть величин   и k . 

Зависимости давления жидкости на стенку ба-
ка в точке 5 (рис.4) при сгущении пространствен-
ной сетки приведён на рис. 7. Здесь 3.0 , 

5.0k . Графики показывают сходимость чис-
ленного решения задачи при дроблении про-
странственной сетки. В качестве оптимального 
шага было выбрано значение 2.0 yx  м. 

 

 
Рис. 7. Зависимость давления от времени 

для реперной точки 5 при изменении шага 

пространственной сетки  : 

)4(7.0),3(5.0),2(3.0),1(2.0  для 3.0 , 

5.0k  

Для этого шага было исследовано поведение 
решения при различных значениях параметра ре-
гуляризации  : чем меньше параметр регуляри-
зации, тем точнее решение. С другой стороны, 
при малом значении   в решении появляются 
нефизичные осцилляции и в дальнейшем реше-
ние может терять устойчивость. На рисунке 8 хо-
рошо видна сходимость решения в той же точке 5 
при различных значениях коэффициента  . В 
результате проведённого анализа было выбрано 
минимальное из приемлемых решений - пара-
метр 3.0 . 

Дополнительная сложность задачи заключа-
ется в том, что в начальный момент времени из-

за наклона нижней части стенок бака в 41  части 

расчётной области имеется зона сухого дна. При 
численном решении задачи этот факт вызывает 
сильные нефизичные осцилляции решения в 
начальные моменты времени вблизи границы су-
хого дна. Для исключения этого численного эф-
фекта в начальный момент времени удобно по-
ложить, что в указанных областях высота уровня 
жидкости имеет малое, но не нулевое значение 

0001.0),(  yxh  м. При дальнейшем 

уменьшении   погрешность решения практиче-
ски не изменяется, в то время как устойчивость 
алгоритма, то есть шаг по времени, уменьшается. 
Для рассматриваемого течения оптимальное 
значение 2.0k . 

 

 
Рис. 8. Зависимость давления от времени 

для реперной точки 5 при изменении параметра  : 

)4(5.0),3(3.0),2(2.0),1(1.0  для 2.0 , 

2.0k  

Указанные параметры расчёта соответствуют 
числу Куранта 01.0 . Выбор столь малого 

числа Куранта  , и, соответственно, малого ша-

га по времени, обусловлен жёсткими разрывами, 
возникающими в задаче в начальные моменты 
времени. Для ускорения расчёта шаг по времени 
может быть сделан переменным, в зависимости 

maxh , что позволяет существенно увеличить его 

на больших временах расчёта, когда начальные 
градиенты решения достаточно сгладились. Изу-
чение свойств численного алгоритма для задачи 
колебания жидкости в резервуаре в одномерном 
приближении и подбор оптимальных параметров 
разностной схемы приведён в [8]. 

Таким образом оптимальными параметрами 
решения задачи является следующий набор ве-
личин: 

• Равномерная пространственная сетка с ша-
гами: 2.0 yx  м;  

• Параметр регуляризации: 3.0 ;  

• Шаг по времени: 
3

max

10



gh

t   c, 

что соответствует числу Куранта 01.0 ;  

• Параметры сухого дна: 0001.0  м, 

2.0k . 
В этом случае вычислительная погрешность 

решения составляет 0.08 м. 
Величина коэффициента трения составляет 

001.0 . Исключение силы трения 0  ма-

ло меняет результаты численного расчёта, что 
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свидетельствует о слабом влиянии силы трения в 
данной задаче. 

3. Результаты численного 
моделирования 

3.1. Столкновение по направлению оси судна 

Предполагаем, что перед столкновением ско-
рость судна направлена вдоль оси OX, то есть в 
плоскости симметрии вдоль продольной оси суд-
на, и скорость судна перед соударением состав-
ляет 8 узлов. 

Общая картина течения и его особенности от-
ражены на рис. 9–12. На указанных рисунках при-
ведены линии тока на последовательные момен-
ты времени, цветом обозначены линии уровня 
жидкости ),(),(),( yxbyxhyxH  . Рисунки 

показывают характерный заброс жидкости вверх 
по передней стенке бака и постепенное пониже-
ние этого максимума с течением времени. Виден 
также существенно двумерный характер течения 
вне плоскости симметрии, формирование и эво-
люция вихревых зон и линий растекания. Эти 
вихревые зоны образуются в результате жёсткого 
торможения судна, а также из-за наличия слож-
ной геометрии стенок бака и не плоского профи-
ля его дна. С течением времени амплитуда коле-
баний жидкости в баке уменьшается, колебания 
приобретают гармонический вид, который соот-
ветствует распространению гравитационных волн 
в жидкости [4]. С течением времени колебания 
полностью затухают [8]. Детальное исследование 
развития течения и его структуры было проана-
лизировано на основе фильмов, построенных ав-
торами по результатам расчётов. 

 

 
Рис. 9. Линии тока и изолинии уровня поверхности 

при столкновении вдоль оси ОХ, t=1.5 с 

 
Рис. 10. Линии тока и изолинии уровня поверхности 

при столкновении вдоль оси ОХ, t=5 с 

 
Рис. 11. Линии тока и изолинии уровня поверхности 

при столкновении вдоль оси ОХ, t=8 с 

 
Рис. 12. Линии тока и изолинии уровня поверхности 

при столкновении вдоль оси ОХ, t=10 с 

Схожая топология движения свободной по-
верхности жидкости для этого варианта течения 
была получена в рамках использования осред-
нённых уравнений Навье-Стокса, когда дополни-
тельно учитывалась вихревая динамика фракций 
газа, образующихся над поверхностью жидкости. 
При этом обнаружено, что в газообразной среде 
над поверхностью происходит активное форми-
рование вихревых структур, которые образуются 
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не только вблизи поверхности раздела фаз, но и 
во всем объёме танка, заполненном газом. 

Графики для величин нагрузок на стенки танка 
для характерных реперных точек, расположенных 
в плоскости симметрии, приведены на рис. 13 для 
двумерных уравнений мелкой воды, на рис. 14 
для трёхмерных осреднённых уравнений Навье-
Стокса [3] и на рис. 15 для решения этой задачи в 
плоскости симметрии на основе одномерных 
уравнений мелкой воды [8]. Из графиков видно, 
что решения, рассчитанные в трёх указанных по-
становках, в плоскости симметрии (точки 5 и 15) 
очень близко совпадают между собой не только 
по значению максимального пика давления, но и 
по времени его появления, а также по времени 
появления второго и третьего пиков, и их высоты. 
Сравнение решения задач в рамках двумерных 
уравнений мелкой воды и трёхмерных уравнений 
Навье-Стокса вне плоскости симметрии (точки 4 и 
14) также показывает, что полученные течения 
практически идентичны. Исключение составляет 
небольшие отличия поведения решения на гра-
нице в реперных точках 3 и 7 (рис. 6), где распо-
ложена граница жидкости с областью сухого дна 
(здесь не приведены). Замеченные различия со-
гласуются с общей картиной движения топлива, и 
тем самым не представляют особого практиче-
ского интереса, так как в этих зонах не наблюда-
ются существенные нагрузки на стенки. 

 
Рис. 13. Эволюция давления. Двумерные уравнения 

мелкой воды 

 
Рис. 14. Эволюция давления. Трёхмерные уравнения 

Навье-Стокса 

 
Рис. 15. Эволюция давления. Одномерные уравнения 

мелкой воды, расчёт в плоскости симметрии 

Далее в таблице 1 приведены максимальные 
значения давлений на стенку бака, полученные с 
помощью трёх указанных подходов для трёх зна-
чений начальной скорости судна: 
 

Таблица 1 
Максимальные (пиковые) значения давления 

в контрольных точках 

 8 узлов 6 узлов 4 узла 

3D Н 125 кПа 121 кПа 117 кПа 

1D РУМВ 125.8 кПа 121.5 кПа 116.6 кПа 

2D РУМВ 124.2 кПа 120 кПа 116.2 кПа 

 
Таблица показывает, что все полученные зна-

чения пиковых нагрузок на стенки бака оказыва-
ются весьма близкими. 

Таким образом, мы получили подтверждения 
адекватности решения задачи о колебаниях топ-
лива на основе решения полных уравнений На-
вье-Стокса и в рамках приближения мелкой воды. 
Хорошее соответствие данных, полученных в 
рамках разных математических моделей и раз-
личной алгоритмической реализации для трёх 
значений начальной скорости судна, подтвер-
ждает правильность результатов математическо-
го моделирования поставленной задачи. 

3.2. Столкновение под углом к оси судна 

Важным практическим случаем столкновений 
является вариант столкновения с льдиной, про-
исходящее под небольшим углом к продольной 
оси судна. Такой вид остановки судна является 
частным случаем двойного столкновения с ледо-
вым препятствием, при котором корабль, ударя-
ясь об одну льдину, затем сталкивается уже под 
некоторым ненулевым углом с другим препят-
ствием. Здесь мы не будем рассматривать кон-
кретный случай двойного столкновения, а рас-
смотрим его модельный вариант, для чего напра-
вим скорость )(tV  под некоторым углом к оси 

судна ОХ, что приводит к появлению отличной от 
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нуля компоненты силы инерции yf . Далее при-

ведён расчёт для столкновения под углом 20 гра-
дусов. 

Данное течение является существенно дву-
мерным и несимметричным. Линии тока этого те-
чения на те же последовательные моменты вре-
мени, как и в варианте с нулевым углом столкно-
вения, приведены на рис. 16 - 19. Цветом обозна-
чены линии уровня жидкости 

),(),(),( yxbyxhyxH  . Наличие ненулевой 

компоненты силы инерции yf  приводит к карди-

нальной перестройке течения и перераспределе-
нию нагрузок на стенки бака по сравнению со 
случаем симметричного течения. 

При этом наблюдаются колебания жидкости, 
которые являются результатом нелинейного вза-
имодействия колебаний вдоль осей ОХ и ОY. В 
частности, максимальные значения уровня в 
начальные моменты времени сосредоточены 
только в левой нижней части плоскости XY, а 
наибольшие значения достигаются в точке 4. Ин-
тересен и другой факт - так как размеры резерву-

ара по осям x  и y  близки, yx LL  , то следую-

щий максимум уровня жидкости возникает на 
противоположной стенке бака в точке 16. Это 
наглядным образом видно на рис. 16 и 19. Между 
этими двумя пиками уровня жидкости движение 
представляет собой два поперечных колебания, 
которые сосуществуют практически независимо 
друг от друга (рис. 17 и 18). Графики нагрузок на 
стенки бака в этих точках, а также для сравнения 
в точке 5 приведены на рис. 20. Отметим, что по 
сравнению с вариантом симметричного течения, 
здесь образуется более высокое максимальное 
давление на стенку - 127.5 кПа. Детальное ис-
следование развития этого сложного течения и 
его структуры было изучено с использованием 
фильмов, построенных по результатам расчётов. 

 

 
Рис. 16. Линии тока и изолинии уровня поверхности 

при столкновении под углом к оси ОХ, t=1.5 с 

 
Рис. 17. Линии тока и изолинии уровня поверхности 

при столкновении под углом к оси ОХ, t=5 с 

 
Рис. 18. Линии тока и изолинии уровня поверхности 

при столкновении под углом к оси ОХ, t=8 с 

 
Рис. 19. Линии тока и изолинии уровня поверхности 

при столкновении под углом к оси ОХ, t=10 с 
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Рис. 20. Зависимость давления сжиженного газа 

на стенку при столкновении под углом. 
Реперные точки 4, 5, 16 

Заключение 

В настоящей работе были выполнены расчеты 
колебаний сжиженного газа в танке газовоза. Ис-
пользовались две математических модели: на 
основе уравнений Навье-Стокса и регуляризо-
ванных уравнениях мелкой воды. Результаты 
расчетов показали, что оба подхода дают схожую 
картину колебательных процессов как по тополо-
гии течения, так и по нагрузкам на стенки танков. 
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