








ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 56  № 4  2016

РЕГУЛЯРИЗОВАННЫЕ УРАВНЕНИЯ МЕЛКОЙ ВОДЫ 679

Фиг. 10. Зависимость от времени координаты точки, которая отделяет жидкость от сухой области. Точное ре-
шение обозначено сплошной линией. Результаты расчетов для сеток с шагом  м и  м обозначены
штрихпунктирной и штриховой линиями соответственно.
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Фиг. 11. Профили скорости  в моменты времени t = 160 сек, 175 сек и 220 сек.
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Фиг. 12. Возмущение свободной поверхности жидкости  в моменты времени t = 160 сек, 175 сек и 220 сек.
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Фиг. 13. (а) – уровень жидкости входящей волны, (б) – рельеф дна в эксперименте для долины Минай.
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Фиг. 14. Линии уровня  и линии тока в момент времени t = 17 сек и 18 сек.
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На фиг. 10 приведена зависимость координаты береговой точки для двух значений шага сетки
в сравнении с точным решением. Точное решение обозначено сплошной линией. Результаты
расчетов для сеток с шагом  м и  м обозначены пунктирными линиями.

На фиг. 11 представлено сравнение результатов расчета и точного решения для распределения
скорости для трех моментов времени t = 160 сек, 175 сек и 220 сек. Для графиков скорости  вид-
ны заметные отличия численных значений скорости от точных в зоне скачка, примыкающей к
“береговой точке”. Аналогичный эффект имеет место в рассмотренной ранее задаче, см. фиг. 7.

На фиг. 12 представлено сопоставление результатов численных расчетов и точного решения
для величины возмущения свободной поверхности  для тех же трех моментов времени
t = 160 сек, 175 сек и 220 сек. В приведенном масштабе не заметны отличия между точным реше-
нием и численными расчетами на обеих сетках.

На приведенных выше фигурах видна сходимость решения при сгущении пространственной
сетки.

8.2. Набегание волны цунами на берег сложной формы
Задача о набегании цунами на берег сложной формы используется для тестирования возмож-

ностей и особенностей различных численных алгоритмов. Результаты численного расчета сопо-

5xΔ = 1xΔ =

u

h bξ = +

Фиг. 15. Сравнение возмущения свободной поверхности жидкости , полученных из экспериментальных дан-
ных, с результатами численного расчета для реперных точек 5, 7 и 9. Сплошная линия – эксперимент,
штриховая – расчет.
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Фиг. 16. Трехмерный профиль жидкости  и рельеф дна . Набегание волны на берег в моменты вре-
мени t = 12 сек, 14 сек и 18 сек.
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ставляются с результатами натурного эксперимента. При постановке эксперимента строилась
модель, в основе которой лежал реальный ландшафт береговой линии в соотношении .
В этом эксперименте пытались смоделировать цунами Окушири (яп. Okushiri tsunami), которое
произошло в 1993 году в долине Монай (Monai Valley). Его характерной особенностью стал не-
обычно большой размер береговых волн (на пике он составил 31.7 м). Соответствующий экспе-
римент был проведен в Научно-исследовательском институте электроэнергетики города Абико,
Япония (Research Institute for Electric Power Industry in Abiko, Japan). Данные о рельефе дна, на-
чальных и граничных условиях, а также результаты экспериментов можно найти на ресурсе [31].

Подобная задача рассматривается в [22], а также в [32]. Для практических приложений важно,
что результаты численного моделирования можно сравнить с результатами лабораторного экс-
перимента.

В данной задаче прямоугольная расчетная область имеет длину  м и ширину  м. Все
стороны области представляют собой твердые стенки, кроме левой границы. Уровень  на левой
границе задается входящей волной (фиг. 13а). Профиль дна приведен на фиг. 13б, где разница в
линиях уровня составляет  м. При этом максимальный угол наклона берега невелик

, что позволяет использовать приближение МВ.
Исходные барометрические данные приведены для сетки с шагом  м, этот шаг мы выби-

раем для расчета на прямоугольной сетке . Численные параметры равны , .
Расчет велся до момента времени t = 22 сек. Параметр отсечения выбирался в соответствии с вы-
ражением (32) с коэффициентом .

Линии тока показывают сложный нестационарный характер течения, что видно на фиг. 14
для моментов времени t = 17, 18 сек. Здесь показано распределение уровня жидкости  вместе с
линиями тока. Белым цветом обозначены области сухого дна.

Полученные численные результаты можно сравнить с экспериментальным измерения-
ми колебания свободной поверхности жидкости, сделанных в трех реперных точках, кото-
рые пронумерованы цифрами 5, 7 и 9 (5: ; 7: ; 9:

). Сравнение численных и экспериментальных результатов приведены на
фиг. 15. Из графиков видно хорошее соответствие между экспериментальными данными и ре-
зультатами численного моделирования. При сравнении с экспериментальными данными обра-
щает на себя внимание совпадение пиковых значений. Совпадение положений максимумов на
временной шкале означает, что принятая модель адекватным образом описывает распростране-
ние волн и возмущений в жидкости. Отличие вычислительных результатов от данных экспери-
мента для малых времен может быть устранено путем уменьшения параметра отсечения .

На фиг. 16 для наглядности приведены трехмерные распределения уровня жидкости для трех
характерных моментов времени t = 12, 14 и 18 сек.

ВЫВОДЫ
В работе показано, что сглаженные уравнения мелкой воды и предложенный на их основе

численный алгоритм, дополненный условиями хорошей балансировки и условиями, обеспечи-
вающими формироване зон сухого дна, представляют собой удобный и надежный численный
алгоритм для численного моделирования течений, связанных с волновыми движениями в при-
брежных зонах.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Стокер Дж.Дж. Волны на воде. Математическая теория и приложения. М.: ИЛ, 1959.
2. Куликовский А.Г., Погорелов Н.В., Семенов А.Ю. Математические вопросы численного решения гипер-

болических систем уравнений. М.: Физматлит, 2001.
3. Levin B.W., Nosov M.A. Physics of tsunamis. Springer, 2008.
4. Elizarova T.G., Bulatov O.V. Regularized shallow water equations and a new method of simulation of the open

channel f lows // Int. J. Comp. and Fluids. 2011. № 46. P. 206–211.
5. Булатов О.В., Елизарова Т.Г. Регуляризованные уравнения мелкой воды и эффективный метод чис-

ленного моделирования течений в неглубоких водоемах // Ж. вычисл. матем. и матем. физ. 2011. Т. 51.
№ 1. С. 170–184.

6. Елизарова Т.Г. Квазигазодинамические уравнения и методы расчета вязких течений. М.: Научный
мир, 2007.

1 400:

5 448. 3 402.
h

0 009.
0 1tgγ .∼

0 014.
x yΔ = Δ 0 1α = . 0 1β = .

0 3ε =

h

( ) (4 521 1 196)x y, = . , . ( ) (4 521 1 696)x y, = . , .
( ) (4 521 2 196)x y, = . , .

ε

12*



684

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 56  № 4  2016

БУЛАТОВ, ЕЛИЗАРОВА

7. Шеретов Ю.В. Динамика сплошных сред при пространственно-временном осреднении. Москва–
Ижевск: НИЦ “Регулярная и хаотическая динамика”, 2009.

8. Елизарова Т.Г., Злотник А.А., Никитина О.В. Моделирование одномерных течений мелкой воды на ос-
нове регуляризованных уравнений. Препр. № 33, 36. М.: ИПМ им. Келдыша РАН, 2011.

9. Елизарова Т.Г., Истомина М.А., Шелковников Н.К. Численное моделирование формирования уединен-
ной волны в кольцевом аэрогидроканале // Матем. моделирование. 2012. Т. 24. № 4. С. 107–116.

10. Булатов О.В. Аналитические и численные решения уравнений Сен-Венана для некоторых задач о распаде
разрыва над уступом и ступенькой дна // Ж. вычисл. матем. и матем. физ. 2014. Т. 54. № 1. С. 150–163.

11. Елизарова Т.Г., Сабурин Д.А. Численное моделирование колебаний жидкости в топливных баках // Матем.
моделирование. 2013. Т. 25. № 3. С. 75–88.

12. Елизарова Т.Г., Сабурин Д.С. Численное моделирование волн Фарадея на основе уравнений гидроди-
намики в приближении мелкой воды // Вестник Моск. ун-та. Сер. 3. Физика и астрономия. 2015. № 1.
С. 3–8.

13. Злотник А.А. О построении квазигазодинамических систем уравнений и баротропной системы с по-
тенциальной массовой силой // Матем. моделирование. 2012. Т. 24. № 4. С. 65–79.

14. Злотник А.А. Энергетические равенства и оценки для баротропных квазигазо- и квазигидродинамиче-
ских систем уравнений // Ж. вычисл. матем. и матем. физ. 2010. Т. 50. № 2. С. 325–337.

15. Zlotnik A.A., Chetverushkin B.N. Parabolicity of the quasi-gasdynamic system of equations, its hyperbolic sec-
ond-order modification, and the stability of small perturbations for them // Comput. Math. and Math. Phys.
2008. V. 48. № 3. P. 445–472.

16. Сухомозгий А.А., Шеретов Ю.В. Единственность решения регуляризованных уравнений Сен-Венана в
линейном приближении // Вестн. Тверского гос. ун-та. Сер. “Прикладная математика”. 2012. Вып. 1.
№ 24. С. 5–17.

17. Сухомозгий А.А., Шеретов Ю.В. Тестирование нового алгоритма расчета одномерных нестационарных
течений жидкости со свободной границей // Вестн. Тверского гос. ун-та. Сер. “Прикладная математи-
ка”. 2012. Вып. 4. № 27. С. 47–64.

18. Елизарова Т.Г., Булатов О.В. Численный алгоритм решения регуляризованных уравнений мелкой во-
ды на неструктурированных сетках. Препр. № 21. М.: ИПМ им. М.В. Келдыша РАН, 2014.

19. Елизарова Т.Г., Истомина М.А. Квазигазодинамический алгоритм решения уравнений мелкой воды в
полярной системе координат. Препр. № 65. М.: ИПМ им. М.В. Келдыша РАН, 2014.

20. LeVeque R.J. Balancing source terms and f lux gradients in high-resolution godunov methods: the quasi-steady
wave propogation algorithm // J. Comput. Phys. 1998. V. 146. № 1. P. 346–365.

21. Huang Y., Zhang N., Pei Y. Well-balanced finite volume scheme for shallow water f looding and drying over ar-
bitrary topography // Engineering Appl. of Computat. Fluid Mech. 2013. V. 7. № 1. P. 40–54.

22. Злотник A.A. О консервативных пространственных дискретизациях баротропной квазигазодинамиче-
ской системы уравнений с потенциальной массовой силой // Ж. вычисл. матем. и матем. физ. 2016.
Т. 56. № 2. С. 301–318.

23. Ricchiuto M., Abgrall R., Deconinck H. Application of conservative residual distribution schemes to the solution
of the shallow water equations on unstructured meshes // J. Comput. Phys. 2007. V. 222. P. 287–331.

24. Birman A., Falcovitz J. Application of the GRP scheme to open channel f low equations // J. Comput. Phys.
2007. V. 222. P. 131–154.

25. Петросян А.С. Дополнительные главы гидродинамики тяжелой жидкости со свободной границей. Сер.
“Механика, управление, информатика”. М.: ИКИ РАН, 2010.

26. Kun Xu. A well-ballanced gas-kinetic scheme for the shallow-water equations with source terms // J. Comput.
phys. 2002. V. 178. P. 533–562.

27. Marche F. Theoretical and numerical study of shallow water models. Application to nearstore hydrodynamics.
PhD thesis, 2005, Universite de Bordeau 1. www.math.u-bordeau1.fr/marche/THESE/marche.pdf

28. Carrier G.F., Greenspan H.P. Water waves of finite amplitude on a sloping beach // J. Fluid Mech. 1958. V. 4.
P. 97–109.

29. Carrier G.F., Wu T.T., Yeh H. Tsunami run-up and draw-down on a plane beach // J. Fluid Mechanics. 2003.
V. 475. P. 79–99.

30. Benchmark problem № 1. Tsunami Runup onto a plane beach. http://isec.nacse.org/workshop/2004_cor-
nell/bmark1.html

31. NOAA Center for tsunami research. Tsunami Runup onto a Complex Three-dimensional Beach. Monai Valley.
http://nctr.pmel.noaa.gov/benchmark/Laboratory/Laboratory_MonaiValley/index.html

32. Ricchiuto M. An explicit residual based approach for shallow water f lows // J. Comput. Phys. 2015. V. 280.
P. 306–344.


