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где κ1 = 10−4, κ2 = 10−3.
Начальное условие для концентрации: C(x, y, t = 0) = 0, но в дальнейшем,

из-за наличия источника:

S(x, y, t) = 0.5e−0.5(t−8)
2−0.00001(x+y−1300)2−0.0005(x−y−100)2

,

концентрация примеси в котором Ts = 25, она возрастает.
Визуализацию функции дна и функции источника можно наблюдать на рис. 13.

a) b)

Рис. 13: a) Батиметрия дна; b) распределение функции источника для t = 8.

На границах ставились условия сноса:

∂h

∂n
= 0, ,

∂C

∂n
= 0,

∂un
∂n

= 0,
∂uτ
∂n

= 0.

Результаты моделирования

Результаты представлены для времени расчета t = 30 и α = 0.5, β = 0.2.
Nx = Ny = 500, что соответствует: ∆x = ∆y = 2.8.

В [2] приводится сравнение метода конечного объема (FV – Finite-Volume) и
метода частиц конечного объема (FVP – Finite-Volume-Particle) для разбиения по
сетке Nx = Ny = 500. Поэтому далее результаты расчета с применением РУМВ
будут сравниваться с этими двумя моделями.
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a)
b)

Рис. 14: Сравнение результатов расчета изолиний для уровня поверхности жид-
кости. a) РУМВ; b) [2] (ось x сдвинута на 300, в [2] x ∈ [−300, 1100]).

На рис. 14 приведено сравнение результатов модели РУМВ и [2]. Видно, что
столкновение искривленной ударной волны начального распределения с неров-
ностями дна приводит к довольно сложным волновым структурам.

Результаты для РУМВ эволюции изменения концентрации примеси во вре-
мени изображены на рис. 15 на те же моменты времени, что и в работе [2]. Под-
черкнем, что оба расчета выполнены на одинаковых пространственных сетках,
при этом метод РУМВ имеет первый порядок точности по пространству, а метод
из [2] – как минимум второй. Визуальное сопоставление результатов РУМВ и [2]
показывает их близкое соответствие.

Рис. 16 демонстрирует распределение линий тока на моменты времени t =
7.5 и t = 22, показывающее поле скоростей, которое формирует распределение
примеси.

На рис. 17 и 18 можно сравнить результаты расчетов для концентрации в
двумерной проекции на оси (C, y). Результат, полученный с помощью модели
РУМВ, сравнивался с методами FV и FVP из [2] и находится примерно между
ними.

Также на рис. 19 приводится зависимость численного решения от сгущения
сетки (β = 0.2, α = 0.5) и изменения параметра α (Nx = Ny = 400, β = 0.2).
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a) b)

c) d)

Рис. 15: РУМВ: Изолинии распределения концентрации примеси для различных
моментов времени. a) t = 7.5; b) t = 15; c) t = 22.5; d) t = 30.
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a) b)

Рис. 16: Демонстрация изолиний уровня воды и линий тока для моментов вре-
мени a) t = 7.5; b) t = 22.5.

Рис. 17: РУМВ: 2D проекция концентрации примеси (C(y)) на момент времени
t = 30.
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Рис. 18: Результат из [2]: 2D проекция концентрации примеси (C(y)) на момент
времени t = 30, посчитанная методами FV (слева) и FVP (справа).
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Рис. 19: РУМВ: 2D проекция концентрации примеси (C(y)), β = 0.2. a) Для
различных разбиений сетки, α = 0.5; b) для различных значений α, Nx = Ny =
400.



25

Заключение

В работе впервые построены регуляризованные уравнения гидродинамики
совместно с уравнением для переноса пассивного скаляра, которым может быть,
в частности, концентрация примеси в жидкости. В численных экспериментах на
примере течений в приближении мелкой воды показано, что наличие дополни-
тельной регуляризации в уравнении для переноса скаляра существенно улучшает
качество численного решения для уравнения переноса по сравнению с исполь-
зованием регуляризации только для уравнений неразрывности и импульса.

Аналогичный прием можно применить и для решения уравнений Навье-
Стокса для описания течения неизотермической вязкой несжимаемой жидкости,
рассматривая уравнение теплопроводности как уравнение переноса пассивного
скаляра с концентрацией C. В этом случае регуляризованный вид системы запи-
шется как:

∇(u−w) = 0, (37)

∂u

∂t
+∇ · ((u−w)⊗ u)−∇ · ν

(
∇u + (u)T

)
−∇ · (u⊗w) =

1

ρ0
∇p+ f , (38)

где скорость:

w = τ(u · ∇u +
1

ρ0
∇p− f), (39)

а регуляризованный вид уравнения переноса примеси:

∂C

∂t
+∇ · ((u−w)C)−∇ ·

( ν
Sc
∇C + τu (u · ∇C)

)
= 0. (40)

Здесь ν
Sc – коэффициент диффузии примеси, или, для теплопроводной жид-

кости, коэффициент температуропроводности.
Отметим, что ранее уравнение вида (40) записывалось без учета слагаемого

с градиентом C в правой части, что приводило к существенным осцилляциям
решения в случае малых коэффициентов температуропроводности.
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